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যࡪْم�ِا္�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م

೯داਪی଒پایا৯د૙ীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋ان඼෻ॷدن඘േ೸৑ھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।଒ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁ৒ජف॰ฬد਩یا॥تو ඘ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔز಻ඖنراय़భھار ඳැراඅ౶ید،وبا ষభیاॠد਩ی،وభوमࢌ൐࣊জฬید਩ی،وଘزما਩یઍ࡙ख़وصরฬود਩ی.दଘدر়شخلا৘قرا঻یا඼່ید،وଘرൕॐࢾشباد୓را

ইുید.
଒ ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویا௿د از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا ଒ ਗی�دকم দواਘی
ৗ଒وریا॥ت భع࢙م୏وردگار. ඼້آ਩یඓࢻ૛ുه িشاਪ୓�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)঻ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُ࢓චم඼່ماید. رࣺشان،وඟ໖ا਒یا॥ت඼່وزان،ودਬࣥورী୓شروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازخ࢕ࡲت৔و؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآن঍భنارदدرت৔و؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآ૏৅هਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
৔و،وඵ෇ฬଦزا॥تୀاୀآ૏৅هୀما৩ھانا॥تازس࢔ാࢸت৔و،و඼່ଦاඵවرا॥ت೸৑࢟ت৔وభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥ت঍భنار඘േ೸৑ھایآنगھان.
಻ൾফ଒نکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو඼່ଥما! ശণر ঴دا૏৅ه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণ୏یدنرا راهِ ا०୏భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡو৔ھای඘শفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھای৔وতฬنا૛঩ه

از඼່ماীشاتතअرتعلی(ع)

ͷی
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঻نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

سعید دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
این ایشان ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ، صالحͬ�پور�مهر

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه
و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که دکترجعفرصادق�عیوضلو آقای جناب از
دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به رساله این سازی آماده در

کمال پذیرفتند را پایان�نامه این داوری و نموده بزرگواری که منیری مرتضͬ دکتر آقای جناب از
دارم. را تشͺر

همͺاری�هایصمیمانه�شان خاطر به سیری مریم خانم همچنین و بهادر جنگͬ نیر خانم عزیزم دوستان از
سپاس�گزارم.

معاونت صداقتشهمراد دکتر ریاضͬ، علوم دانشͺده ریاست امامعلͬ�پور حسین دکتر آقایان جناب از
محترم کارکنان نیز و محض، ریاضͬ مدیرگروه موسوی حمید دکتر ریاضͬ، علوم دانشͺده پژوهشͬ
دانشͽاهͬ تحصیلات مدت در که تبریز دانشͽاه تکمیلͬ تحصیلات و ریاضͬ علوم دانشͺده�ی

مͬ�نمایم. تشͺر شده�اند، متحمل را فراوانͬ زحمات اینجانب

سال�های رنج صبورانه که مͬ�زنم همسرم عزیز مادر و پدر نیز و عزیزم مادر و پدر دستان بر بوسه
انشاالʓه. بود خواهد و بوده راهم روشنگر همیشه اندرزهای�شان و کردند تحمل مرا تحصیل

شد سپری که بود سختͬ لحظه�های التیام�بخش وجودش که مهربانم همسر از سپاس و سپاس و
کرد. یاری راه این در مرا عاشقانه و

سپاسͽزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که اعضایخانواده�ام کلیه از پایان در
مͬ�کنم.

سه
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مقدمـه

فراوانͬ جدل�های و بحث و بوده فلسفͬ تنازعات باستانͬ�ترین از ͬͺی «خودنامصداقͬ» پارادوکس

درست کلمه خود مورد در که را صفاتͬ است. داده روی فلسفͬ و منطقͬ محافل در آن به راجع

نام «خودنامصداق» نیستند، درست کلمه خود مورد در که صفاتͬ و مͬ�نامیم «خودمصداق» هستند،

و باشد خودنامصداق اگر تنها و اگر است خودمصداق خودنامصداق، صفت خود حال مͬ�گیرند.

است. تناقض این

برهان این است. گودل ناتمامیت دوم قضیه� برای معنایی برهانͬ بیان بر سعͬ پایان�نامه، این در

است. شده بیان خود�نا�مصداق صفات از گرلینگ تنازعات اساس بر جدید

[٢] بولوس زیبای برهان ابتدا ما دارد. وجود نا�تمامیت دوم و اول قضایای برای متعددی برهان�های

به آن از بعد و مͬ�کنیم بیان است، شده انجام بری پارادوکس مبنای بر که را ناتمامیت اول قضیه�ی از

گسترش�هایی دوم فصل در مͬ�پردازیم. داشته مطلب این به راجع [٧] کیͺوچͬ که یادداشتͬ ارائه�ی

و [١٣] سوم فصل مͬ�آوریم. کرده، بحث آن به راجع [١١] مقاله�ی در سرنͬ که را بولوس برهان از

اثبات همچنین و دارند اختصاص ناتمامیت و خودنامصداقͬ درباره�ی مطالبی به [۴] چهارم فصل

شد. خواهد ارائه چهار فصل در شد، یاد آن از بالا در که ناتمامیت دوم قضیه�ی از معنایی

٢



١ فصل

گودل قضیه�ی از جدیدی اثبات

٣



۴ گودل قضیه�ی از جدیدی اثبات .١ فصل

اساسͬ قضیه�ی دقیق اثبات اولین ارائه�ی از بعد دارند. فراوانͬ اثباتهای قضایا از بسیاری

شدهاند. پیدا تاکنون دیͽر اثباتهای از تعدادی داد. ارائه آن از دیͽر اثبات سه وی گاوس، توسط جبر

اثبات صدها دارای امروز تا است، حساب اساسͬ قضیه از سادهتر و قدیمͬتر که فیثاغورث قضیه

دارد؟ وجود اثبات ͷی تنها با بزرگͬ قضیهی آیا اما مͬباشد.

نمͬتواند هیلبرت سازگاری برنامهی کرد: منتشر را مهمͬ قضیه�ی گودل، کورت ،١٩٣٠ سال در

رساند. اثبات به را قضیه دو مطلب این دادن نشان برای سپس شود. اجرا

آن�گاه باشد، حساب شامل صوری نظریه ͷی T که فرضکنید ناتمامیت) اول (قضیه .١.٠.١ قضیه

که: است گونهای به و مͬکند بیان را خودش بودن اثبات�ناپذیر که دارد وجود φ جملهی ͷی

T 0 φ باشد، سازگار T اگر (١)

T 0 ¬φ باشد، ω−سازگار ،T اگر (٢)

آن�گاه باشد، حساب شامل سازگار صوری نظریه ͷی T اگر ناتمامیت) دوم (قضیه .٢.٠.١ قضیه

T 0 ConT

است. T سازگاری بیانگر ConT که جایی

مͬ�بینیم. را برانگیز تحسین قضایای این از اثبات�هایی اکنون

اول قضیه�ی برای اثبات طرح ١.١

مطابق صوری سیستم ͷی شروع، برای است. اساسͬ بخش سه تناقضدارای از استفاده با اثبات

مͬ�کنیم. انتخاب پیشنهادی معیارهای با

شوند. داده نمایش گودل) اعداد به (معروف طبیعͬ اعداد با مͬ�توانند سیستم در جملات .١

با معادل آن�ها ناراستͬ و راستͬ مثل جملات، خصوصیات که است آن در امر این اهمیت

ترتیب، این به نه. یا دارند خاصͬ ویژگͬ گودل�شان اعداد آیا که است این کردن مشخص

شوند. داده نشان گودل�شان اعداد بررسͬ با مͬ�توانند جملات ویژگͬ�های



۵ گودل قضیه�ی از جدیدی اثبات .١ فصل

شدن، تعبــیر هنگــــام به آن مطابق جمـلات که عددی ساخـتن امͺـان صــوری، سیــستم در .٢

است. اثبات�ناپذیر جمله) خود (یعنͬ آن که مͬ�گوید اساساً و دارد وجود هستند خود-ارجاع

از گرفتن الهام خاطر به که مͬ�شود انجام «قطری�سازی» نام به ͬͺتکنی از استفاده با عمل این

است. گرفته را نام این کانتور قطری روش

است، اثبات�پذیر نه که مͬ�دهند سیستم در را نمایشͬ اجازه�ی جملات این صوری، سیستم در .٣

فرض رو این از باشد. ω−سازگار نمͬ�تواند سیستم حقیقت در ترتیب این به و اثبات�ناپذیر؛ نه

است. غلط باشد، داشته را شرایطͬ پیشنهادی سیستم که اولیه

شد: خواهد ارائه زیر فرم به گودل ناتمامیت اول قضیه�ی از ساده جدید اثبات ͷی فصل این در

ندارد. وجود نباشد، نادرستͬ هیچ شامل و باشد جملاتدرست همه شامل آن خروجͬ که الͽوریتمͬ

منطق با مختصری آشنایی تنها فرضمان پیش و است متفاوت آن معمولͬ اثبات با کاملا́ ما اثبات

خود که استنتاج�هایی ساختن برای است قوانین از مجموعه ͷی صوری (منطق است صوری ریاضͬ

مجموعه ͷی و صوری زبان ͷی شامل صوری سیستم ͷی صوری، منطق در مͬ�رسند. نظر به آشͺار

مͬ�کند). استفاده فرضدیͽر چند یͷیا از یͷعبارت آوردن دست به برای استکه استنتاج قواعد از

پارادوکس از گوناگونͬ نسخههای مͬرسد. انجام به بِری١ پارادوکس از استفاده با نظر مورد اثبات

کتابدار بِری ج. آقای به و منتشر راسل برتراند توسط که آن اصلͬ نسخهی مضمون است. موجود بِری

کمتر با توصیفناپذیر صحیح عدد «کوچ�ͷترین که است این شد، داده نسبت کسفورد آ دانشͽاه

از کمتر با توصیفناپذیر صحیح عدد کوچ�ͷترین ازاینرو است، بخش ١٨ شامل بخش، نوزده از

است. تناقض ͷی که مͬشود» توصیف بخش ١٨ با بخش، نوزده

«نادرست» و «درست» معانͬ به راجع و «جملاتحسابی» و الͽوریتمها به راجع باید شروع از قبل

× و + علائم شامل حسابی زبان مͬکنیم. شروع حسابی» «جملات با کنیم. صحبت حاضر متن در

علامت شامل همچنین تالͬ، تابع برای sعلامت صفر، برای ٠ اسم ͷی و است ضرب و جمع برای

↔ (اگر...آنگاه...)، → (یا)، ∨ (و)، ∧ (نقیض)، ¬ معمول منطقͬ علائم اضافهی به = تساوی

حسابی زبان متغیرهای مͬباشد. پرانتزها و دارد) (وجود ∃ و هر) ازای (به ∀ اگر...)، وتنها (...اگر

Berry′s Paradox١
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طبیعͬ اعداد که است فرضشده و شدهاند تشͺیل ′ و x نماد از که مͬباشند x, x′, x′′, . . عبارات.

نویسͬ خلاصه غیره و y, z حروف با را متغیرها کنند. اختیار مقادیرشان عنوان به را (۰,۱,۲, . . .)

کرد. خواهیم

عنوان به ایم. رسیده حسابی زبان در نادرستͬ و درستͬ از مفهومͬ به کافͬ اندازهی به اکنون

عدد تالͬ x طبیعͬ عدد هر طبیعͬ، اعداد در زیرا است، غلط ی جمله ͷی ∀x∃y (x = sy) مثال،

دیͽر طرف از نیست). طبیعͬ عدد هیچ تالͬ که صفر (مثل نیست y طبیعͬ

∀x∃y(x = (y + y) ∨ x = s(y + y)) (١.١)

که طوری به دارد وجود y طبیعͬ عدد x طبیعͬ عدد هر برای زیرا است، درست ی جمله ͷی

بیان حسابی زبان در مͬتوانند که دارند وجود مطالب از بسیاری همچنین .x = ۲y + ۱ یا x = ۲y

شود: تعریف زیر صورت به مͬتواند ،x < y بودن کمتر مثال برای شوند.

∃z(sz + x) = y (٢.١)

حسابی زبان معنای و نحو دربارهی که مقدار آن از بیشتر بودن صوری ما، هدف برای واقع در

نیست. لازم بوده،

است. معمول نوع از (ͬͺانیͺم موثر، ،ͷاتوماتی) محاسباتͬ جریان یا یͷروند الͽوریتم از منظور

تورینگ، ماشین ͷی ... و Lisp ،Basic ،C مانند زبانͬ در کامپیوتری برنامه�ی ͷی مثال طور به

یا ... و رابینسون حساب یا پئانو حساب مانند صوری سیستم ͷی مارکوف، الͽوریتم ثبت، ماشین

دیͽر. مشابه چیز هر

چیزهایی مجموعهی خروجͬ باشد. داشته خروجͬ ͷی لااقل الͽوریتمͬ هر که مͬکنیم فرض

خروجͬ الͽوریتم ͷاستی ممͺن (البته چاپمͬکند را آن�ها عملیات انجام از بعد الͽوریتم که است

که است جملاتͬ تنها آن خروجͬ آن�گاه باشد صوری سیستم ͷی الͽوریتم، اگر باشد). داشته تهͬ

باشند. اثبات قابل سیستم، در

که است شده معلوم اما مͬباشد، × و + ، s عملیاتͬ نمادهای شامل تنها حساب زبان اگرچه

گزارههای مانند شوند؛ بیان حسابی زبان در جملاتͬ صورت به مͬتوانند ریاضͬ جملات از بسیاری
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همͽانͬ تقریبا اعتقاد و ریمان فرض گلدباخ، حدس فرما١، آخر قضیهی معروف: نشدهی اثبات

حسابی درست جملات همه تنها آن، خروجͬ که داشت وجود الͽوریتمͬ اگر بنابراین .P ̸= NP

این یافتن برای راهͬ ندارد)، وجود چیزی چنین که مͬگوید ما به گودل قضیه که گونه (همان باشد

فرض مطلب این دیدن برای داشت. وجود نه یا درستاند نشده اثبات گزارههای ازاین ͷهری آیا که

ببینیم تا مͬکنیم صبر سادگͬ به مͬکنیم، شروع را الͽوریتم باشد؛ موجود الͽوریتمͬ چنین کنید

نادرستͬ و باشد درستها همهی خروجͬ (اگر مͬکند؟ چاپ را ¬S و S از ͷی کدام الͽوریتم

.(¬S یا است درست S یا حتم طور به زیرا شود انتخاب ͬͺی دقیقاً ¬S یا S از باید بالاخره نباشد،

ما علاقهی مورد سوال برای جوابی به الͽوریتم تا بͺشد طول زیاد است ممͺن که مورد این در اما

که ندارد وجود الͽوریتمͬ هیچ داد خواهیم نشان ادامه در که طور همین ندارد. وجود نگرانͬ برسد

ندارد. وجود نیز ک͒ند بسیار بسیار الͽوریتم ͷی حتͬ کند، عمل چنین این

حسابی درست جملات همه شامل آن خروجͬ که ندارد وجود الͽوریتمͬ اینکه دادن نشان برای

هیچ شامل آن خروجͬ که باشد الͽوریتمͬ M مͬکنیم فرض باشد، نداشته نادرستͬ هیچ و باشد

در که بیابیم حسابی درست جمله ͷی چطور که داد خواهیم نشان نیست. حسابی نادرست جمله

رساند. خواهد اثبات به را قضیه مسئله، این و Mنباشد؛ خروجͬ

برای مͬگیریم. نظر در s تالͬ نماد تا n همراه به ۰ شامل عبارت را n ،n طبیعͬ عدد هر برای

است. n عدد بیان برای عبارتͬ ،nعبارت که کنید توجه است. ۳ ، sss۰ مثال

جمله اگر کند مͬ نامگذاری را n طبیعͬ عدد F (x) فرمول مͬگوییم داریم: نیاز دیͽر تعریف ͷی

Mباشد: خروجͬ در زیر

.∀x(F (x)↔ x = n) (٣.١)

اگر مثال برای بنابراین

∀x(x+ x = ssss۰↔ x = ss۰) (۴.١)

فرمولͬ هیچ مͬکند. نامگذاری را ٢ عدد x + x = ssss۰ فرمول آن�گاه باشد، M خروجͬ در

و ∀x(F (x) ↔ x = n) فرمول دو هر اگر اینکه برای نمͬکند. نامگذاری را متفاوت عدد دو

بود. نامعلوم اصلͬ، ی مقاله نگارش زمان در و است شده ثابت اکنون حدس ١این



٨ گودل قضیه�ی از جدیدی اثبات .١ فصل

پس ،n = p آن�جا از و ∀x(x = n ↔ x = p) داریم آن�گاه باشند، درست ∀x(F (x) ↔ x = p)

وجود مختلف فرمول متناهͬ تعداد i عدد هر برای علاوه به باشد. مساوی p عدد با باید n عدد

۱۶i حداکثر پس دارد، وجود حسابی زبان از ابتدایی نماد تا ١۶ چون است، نماد i شامل که دارد

توسط شده نام�گذاری عدد متناهͬ تعداد تنها i هر برای بنابراین دارد. وجود نماد i شامل فرمول

شامل فرمولهای توسط عدد متناهͬ تعداد تنها m هر برای آن�گاه دارد. وجود نمادی i فرمولهای

نمͬشوند؛ نامگذاری نماد m از کمتر فرمولͬ با اعداد بعضͬ شدهاست. نامگذاری نماد m از کمتر

دارد. وجود نمͬشود، نامگذاری نماد m از کمتر فرمولͬ با که عدد کوچ�ͷترین ترتیب این به و

شامل فرمولͬ توسط که است یͷعدد x که این بیانگر بͽیرید حسابی زبان از فرمولͬ را C(x, z)

برای که است این شده ذکر بالا در و داریم نیاز که ͬͺتکنی واقعیت است. شده نامگذاری نماد تا z

ساخت دستور اولیه طرح دارد. وجود ای C(x, z) فرمول چنین باشد، که هرگونه Mاز الͽوریتم هر

است. آمده ٣ تبصره�ی در C(x, z)

توسط x که مͬگوید B(x, y) دهید. قرار ∃z(z < y ∧ C(x, z)) فرمول را B(x, y) اکنون

است. شده نامگذاری نماد تا y از کمتر با فرمولͬ

x مͬگوید A(x, y) مͬگیریم. نظر در ¬B(x, y) ∧ ∀z(z < x→ B(z, y)) فرمول را A(x, y)

است. نماد تا y از کمتر با فرمولͬ توسط نشده نامگذاری عدد کوچͺترین

.k > ۳ داریم بͽیرید. نظر در A(x, y) نمادهای تعداد را k عدد

دهید. قرار ∃y(y = (۱۰× k) ∧ A(x, y)) فرمول را F (x) بالاخره

است. نماد تا ۱۰k از کمتر با فرمولͬ توسط نشده نامگذاری عدد کوچ�ͷترین x که مͬگوید F (x)

k شامل A(x, y) تا، k + ۱ شامل k نماد، تا ١١ شامل ۱۰ خوب، است؟ نماد تعداد چه شامل F

مͬشود. نماد تا ۲k + ۲۴ کل در است)، x′ شدهی مختصر y (چون دیͽر تای ١٢ اضافهی به و تا

ͷی ،m هر برای که دیدیم بالا در دارد. نماد تا ۱۰k از کمتر F (x) و ۲k+۲۴ < ۱۰k ،k > ۳ چون

را n نمͬشود. نامگذاری نماد تا m از کمتر با فرمولͬ هیچ توسط که دارد وجود عدد کوچ�ͷترین

نامگذاری F (x) با n آن�گاه بͽیرید. نظر در بالا خصوصیات با m = ۱۰k برای عدد کوچ�ͷترین آن

∀x(F (x) ↔ x = n) اما نیست. M خروجͬ در ∀x(F (x) ↔ x = n) دیͽر عبارت به نمͬشود؛

از کمتر با فرمولͬ هیچ توسط که است عددی کوچ�ͷترین n چون است، درست جملهی ͷی
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یعنͬ نیست، M خروجͬ در که یافتیم درست جمله ͷی بنابراین نمͬشود. نامگذاری نماد تا ۱۰k

است. تمام اثبات و ∀x(F (x)↔ x = n)

اثبات: با ارتباط در تبصره چند

شامل که “nineteen” مثل درست و هستند «سیلاب�ها») (یا «بخشها» نمادها ما اثبات در .١

است. نماد تا k+۱۵≪ ۱۰k شامل (۱۰× k) ترم بنابراین است، ١٩ از کوچ�ͷتر و است بخش دو

که مͬ�دهد گزارش گودل، ک͒رت تجارب و نامه زندگͬ از خود یادداشت در کرایسل جورج .٢

تفاوتهای به توجه نتیجه�ی بلͺه نمͬ�داند؛ ریاضیات نوآوریها نتیجه�ی خیلͬ را موفقیتخود گودل،

جای به خودش ناتمامیتِ اثباتهای از ͬͺی که مͬکند بیان گونه این شایتین١ جرج مͬداند. فلسفͬ

بِری پارادوکس به شبیه نیست»، درست گویم مͬ دارم اکنون «آنچه ا˚پیمنیدِس٢ دروغگوی پارادوکس

دستورالعمل، عدد کوچ�ͷترین یعنͬ طبیعͬ، عدد ͷی پیچیدگͬ مفهوم از شایتین دراثباتهای است.

دیͽر متنوع مفاهیم و مͬکند چاپ خروجͬ در را عدد آن که تورینگͬ ماشین هر ماشین̞ جدول در

آنها نویسنده شایتین،که و کرایسل توضیحات که آن�جایی از است. شده استفاده اطلاعات نظریهی

استفاده مورد اثبات در مفاهیم آن از ͷی هیچ نیاوردند، بوجود انگیزهای خواند، همزمان کمابیش را

نگرفتند. قرار

توسط که است عددی x مͬ�گوید که C(x, z) فرمول ͷی العمل دستور اولیهی طرح اکنون .٣

الͽوریتمهایی که است این مهم نکتهی مͬدهیم. شرح را مͬشود نامگذاری نماد تا z با فرمولͬ

شوند. فرض نمادها، از متناهͬ دنبالههای یعنͬ «عبارات»، روی عملͽر عنوان به مͬتوانند M شبیه

این اغلب (منطقدانها شوند کد اعداد با مͬتوانند نمادها ،ASCII کدهای یادآور روشͬ همانند

به عبارات کردن کد به قادر اعداد خاصنظریهی ترفندهای نامند). مͬ گودل اعداد را عددی کدهای

کنند، مͬ کد را آنها که اعدادی روی عملیات صورت به عبارات روی عملیات انجام و اعداد صورت

منطق از ایدههایی و ضرب جمع، حسب بر مͬ�توانند همه عددی عملیات این علاوه به مͬ�باشد.

مͬتوانند غیره) و عبارات از متناهͬ دنبالهی (و عبارات نمادها، بحث ترتیب این به شوند. تعریف

Gregory Chaitin١

Epimenides٢
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ساختن برای شوند. کدگذاری کنند، مͬ کد را آنها که طبیعͬ اعداد مبحث صورت به حسابی زبان در

مͬتوان است، شده توصیف نماد تا i شامل فرمولͬ با n که باشد مطلب این بیانگر که فرمول ͷی

کند) مͬ عمل عبارات روی (که Mای الͽوریتم عملیات از دنباله ͷی مͬگوید که نوشت را فرمولͬ

،↔ حسابی، زبان از F (x) های فرمول از بعضͬ از نماد تا i ) ،x ،∀ شامل عباراتͬ که دارد وجود

اعداد نظریه ترفندهای و گودل عددگذاری مͬ�کند. تولید را و...) ،۰ ،s بلافاصل تالͬ نماد n ،= ،x

حساب از فرمول�هایی� صورت به M روی عملیات و دنبالهها نمادها، از بیانͬ چنین مͬدهند اجازه

شوند. کد

درستͬهای علاوه به مͬکنند. استفاده گودل عددگذاری از آن اثباتاستاندارد هم اثباتما هم .۴

یͷعدد برای اسم ͷی جایͽزین عنوان به مͬتوانند آن، استاندارد اثبات در و ما اثبات در اثباتناپذیر

دارد. وجود اثبات دو بین مهم تفاوت ͷی حال هر به باشند. آمده دست به خاص فرمول ͷی در

جای�گذاری آن در که است فرمولͬ کد است، شده جایͽزین آن اسم که عددی معمولͬ، اثبات در

تفاوت این با است. درست آن در فرمول که است فردی به منحصر عدد ما، اثبات در و است شده

موجه نظر به نمͬشود قطریسازی شامل آن، معمول اثبات با متفاوت ما اثبات که مطلب این بیان

مͬرسد.
١ بولوس جرج از نامهای پیوست.

فرض ظاهراً دادهاند. نظر آن بودن کوتاه و مختصر به راجع من مقالهی این خوانندگان از تن چند

به نحو که هنگامͬ گفت مͬتوان مͬشود. آن ایجاز موجب بِری پارادوکس از استفاده که است این بر

توسط آنها از ͬͺی اساساً که مͬآید دست به مختصرتری اثبات حتͬ مͬ�شود تبدیل حسابی صورت

کرد» ثابت را اش ناتمامیت قضیه�ی بار اولین آن در «که معروفش نوشتهی مقدمهی در گودل خود

مͬکند عمل n روی m مͬگوییم است، m گودل عدد با فرمولͬ F (x) وقتͬ است. شده آورده

¬A(x, y) گودل عدد را n و روی» مͬکند «عمل بیانگر را A(x, y) باشد. M خروجͬ F (n) اگر

که مͬ�شود ظاهر M خروجͬ در ¬A(n, n) نادرست جملهی کند، عمل n روی n اگر دهید. قرار

خروجͬ در که است درستͬ فرمول ¬A(n, n) و نمͬکند عمل n روی n بنابراین است. غیرممͺن

Mنیست.

George Boolos١
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A(x, y)مناسب فرمول ͷی ساختن برای که است زیادی کارهای است نهفته بحث این در چه آن

حداقل بِری، پارادوکس با جدید» «اثبات در C(x, y) کلیدی فرمول وجود اثبات است. نیاز مورد

بلͺه نیست آن ایجاز خاطر به بِری پارادوکس با اثبات به نویسنده علاقهی است. بسیار تلاش نیازمند

مͬدهد. ارائه الͽوریتمها ناتمامیت برای متفاوت و دیͽر دلیلͬ اثبات شیوهی این
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ناتمامیت قضیه�ی از بولوس اثبات مورد در یادداشتͬ ٢.١

شامل شد، بیان که طور همان مثال، برای است. توجه قابل جهات بسیاری از بولوس اثبات

قضیهی از ضعیفتر ناتمامیت قضیهی از فوق نسخهی ترتیب، این به نیست. قطری استدلال هیچ

است. ناتمام پئانو حساب از اصل�پذیر بازگشتͬ طور به ω−سازگار توسیع هر است: گودل ناتمامیت

اثباتͬ بولوس روش از استفاده با نمͬ�شود. نتیجه بولوس اثبات از ناتمامیت دوم قضیهی رو، این از

مدلͬ نظریه صورت به را ناتمامیت قضیهی دومین آن از اکنون و شد ارائه ناتمامیت اول قضیه�ی از

از کاربرد ͷی و [١٢] کرایسل اثبات از ناتمامیت، قضیهی دومین اثبات گرفت. خواهیم نتیجه

روی تنها را نتایج� مسئله، شدن تر ساده برای است. شده گرفته الهام شده، حسابی قضیهتمامیت

پئانو حساب از پذیر اصل بازگشتͬ طور به توسیع هر برای اثبات این چون مͬکنیم، بیان پئانو حساب

است. انجام قابل

مقدمات ٣.١

PA با که پئانو حساب دهید. قرار حساب از اول مرتبه زبانͬ را LPA = {+, ·, ۰, ۱, <}

و ۱ با مرتب گسسته طور به نیم�حلقههای اصول شامل که است LPA در نظریهای مͬشود، داده نشان

نامحدودی سور هیچ شامل هرگاه مͬشود نامیده ∆۰ ،LPA در φ فرمول ͷی استقراست. اصل طرح

توجه باشد. ψ ۰∆−فرمول برای (∃x۱ · · · ∃xk)ψ فرم به فرمولͬ φ هرگاه مͬشود نامیده Σ۱ و نباشد

Σ۱−فرمول معادل نیز (∃x < t)φ و (∀x < t)φ باشد، Σ۱−فرمول ͷی φ هرگاه ،PA در که داریم

φ(x۱, · · · , xk) Σ۱−فرمول اگر تنها و اگر است کارآمد شمارای ،R ⊆ Nk رابطهی ͷی مͬ�باشند.

که طوری به باشد داشته وجود

.(n۱, · · · , nk) ∈ R⇐⇒ N |= φ(n۱ · · · , nk) ،(n۱, · · · , nk) ∈ N برای

باشد: برقرار زیر شرط هرگاه است ω−سازگار ،PA گوییم

(∃x)¬φ(x) باشد، استنتاج��پذیر PA از φ(n) ،n ∈ N هر ازای به اگر ،LPA در φ(x) فرمول هر برای
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نیست. استنتاج��پذیر PA از

LPA در φ Σ۱−جملهی هر برای .١.٣.١ گزاره

باشد. درست φ اگر PA ⊢ φ (i)

باشد. درست باید φ ،PA ⊢ φ و باشد ω−سازگار ،PA اگر (ii)

کرد. خواهیم ثابت ۵.٠.٢ قضیه�ی در رابینسون) حساب (برای کلͬ�تر حالت در (i) برهان.

در .N ̸|= φ یعنͬ نباشد درست φ که مͬ�کنیم (خلف) فرض قسمت این اثبات برای (ii)

φ ≡ ∃x θ(x) پس است، Σ۱−فرمول ͷی ،φ گزاره، صورت به توجه با .N |= ¬φ اینصورت

ͷی ،θ که آنجا از اما .∀n ∈ N N |= ¬θ(n) صورت این در .N |= ∀x θ(x) مͬ�دهد نتیجه که

از استفاده با است. درست Σ۱−فرمول ͷی نتیجه در و ۰∆−فرمول، ͷی نیز ¬θ است، ۰∆−فرمول

PA ω−سازگاری با که ،PA ⊢ ∃x θ(x) نهایت در .∀n ∈ N PA ⊢ ¬θ(n) داریم: (i) قسمت

مͬ�شود. ثابت حͺم و باطل فرضخلف پس است. تناقض در

مͬکند، مشخص را مقدماتͬ بازگشتͬ رابطهای که باشد Σ۱−فرمول ͷی PrPA(x) کنید فرض

و Con(PA) ســپس است. استــنتاج�پذیر PA از که است فرمولͬ گودل عدد ،x که طوری به

مͬنماییم. تعریف زیر صورت به را ω − Con(PA)

سازگار ترتیب به PA که مفهوم این با مͬ�باشند LPA در جملاتͬ ω−Con(PA) و Con(PA)

مثال برای است. ω−سازگار و

Con(PA)⇐⇒ ¬PrPA(p۰ = ۱q)

و

ω − Con(PA)⇐⇒ (∀x)
(
(∀y)PrPA(x(ẏ))→ ¬PrPA((∃y)¬x(y))

)
تکرار بار y ،s وقتͬ ،ẏ = ss · · · s(۰) (یعنͬ مͬکند مشخص را y شمارهی یا عدد ẏ که جایی

مͬ�شود).

است. برقرار زیر نتیجهی باشد، Σ۱−فرمول ͷی PrPA(x) که زمانͬ

:LPA در φ جمله هر برای .٢.٣.١ نتیجه
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PA ⊢ PrPA(pφq) آنگاه باشد، استنتاج�پذیر PA از φ اگر (i)

است. استنتاج�پذیر PA از φ آنگاه ،PA ⊢ PrPA(pφq) و باشد ω−سازگار ،PA اگر (ii)

PrPA(pφq) قبل گزاره�ی به توجه با آنگاه ،PA 0 PrPA(pφq) که مͬ�کنیم فرضخلف (i) برهان.

تناقض این .PA 0 φ که مͬ�رسیم نتیجه این به PrPA(pφq)تعریف از استفاده پسبا درستنیست.

مͬ�شود. ثابت حͺم و باطل فرضخلف پس است

با پس باشد، درست باید PrPA(pφq) قبل گزاره�ی از استفاده با همچنین و فرض به توجه با (ii)

.PA ⊢ φ ،PrPA(pφq)تعریف گرفتن نظر در

هر برای یعنͬ شوند. اثبات PA در مͬتوانند ٢.٣.١ نتیجه و ١.٣.١ گزاره که مͬشویم متذکر

داریم LPA در φ Σ۱−جمله

PA ⊢ φ→ PrPA(pφq) (۵.١)

و

PA ⊢ ω − Con(PA)→ (PrPA(pφq)→ φ) (۶.١)

LPA در ψ جملهی هر برای و

PA ⊢ PrPA(pψq)→ PrPA(pPrPA(pψq)q) (٧.١)

همچنین و

.PA ⊢ ω − Con(PA)→ (PrPA(pPrPA(pψq)q)→ PrPA(pψq)) (٨.١)

را n ∈ N صحیح عدد ͷی LPA در φ(x) فرمول ͷی که کنید فرض بِری، پارادوکس به توجه با

صحیح عدد کوچ�ͷترین را mi کند. تعریف مͬکند، صدق φ(x) در و یͺتاست صحیح عدد n که

چنین که جایی آن از مͬگیریم. نظر در نماد i ∈ N از کمتر با LPA در فرمولͬ توسط تعریف�نا�پذیر

بͽوییم نمͬتوانیم مͬشوند، بیان LPA در فرمولهایی توسط مستقیماً نمͬتوانند ها mi از تعاریفͬ

کمتر با که باشد داشته ابتدایی و ساده تعریف ͷی اگر حتͬ است، نماد i از کمتر با تعریف�پذیر mi
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نظریهی اگر که داد نشان بولوس وجود این با غیره). یا حرف i (یا باشد شده نوشته بخش i از

دارای فرمولͬ miبا که طوری به دارد وجود i ∈ N باشد، پذیر اصل بازگشتͬ طور به درست حساب

بین تفاوت تناقضمͬشود. به منجر miای چنین وجود است. شده تعریف LPA در نماد i از کمتر

است. «نام» کلمهی تعبیر در بولوس و ما اثبات

را n ،φ(v۰) گوییم باشد. N از عضوی n و LPA در فرمول ͷی φ(v۰) کنید فرض .٣.٣.١ تعریف

فرمول اگر مͬ�کند تعریف

φ(ṅ) ∧ (∀x∀y)
(
φ(x) ∧ φ(y)→ x = y

)
باشد. استنتاج�پذیر PA از

را N از عضو ͷی حداکثر مͬتواند LPA در فرمول هر باشد، سازگار PA اگر که کنید توجه

فرمول گودل عدد کند. تعریف

φ(ṅ) ∧ (∀x∀y)
(
φ(x) ∧ φ(y)→ x = y

)
مͬنویسیم. ν(pφ(v۰)q, n)صورت به را

در فرمول ͷی گودل عدد x» مقدماتͬ بازگشتͬ رابطهی که دهید قرار Σ۱−فرمولͬ را P (x, y)

v۰ فقط و مͬ�شوند انتخاب v۰, v۱, · · · , vy−۱ میان از متغیرهایش که مͬ�باشد، نماد y از کمتر با LPA

منطقͬ غیر نماد متناهͬ تعداد حداکثر شامل LPA چون مشخصمͬکند. را باشد» آزاد است ممͺن

که طوری به دارد وجود N در nj ،j ∈ N هر برای که کنیم فرض مͬ�توانیم اطمینان برای مͬ�باشد،

.PA ⊢ (∀x)(P (x, j)→ x < nj) (٩.١)

برابر را Q(x, y) فرمول

(∃z)(P (z, y) ∧ PrPA(ν(z, x)))

برابر را R(x, y) فرمول و

¬Q(x, y) ∧ (∀x < z)Q(z, y)
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و هستند Σ۱−فرمول معادل Q(x, y) و (∀z < x)Q(z, y) دوی هر کنید توجه مͬکنیم. تعریف

مͬکند». صدق هم (pφ(v۰)q, y) در که φ(v۰) توسط تعریف�ناپذیر عدد «کوچͷترین ,R(xیعنͬ y)

S(x) و ۱̇۰ · k̇ بستهی ترم را ϱ آنگاه باشد. r = ۱۰ · k و R(x, y) در نمادها تعداد k فرضمͬکنیم

کمتر در تعریف�ناپذیر صحیح عدد کوچͷترین x» یعنͬ S(x) مͬکنیم. تعریف R(x, ϱ) فرمول را

از کمتر S(x) در نمادها تعداد که بببینیم مͬتوانیم قبل، بخش با مشابه روشͬ در است». نماد r از

PA که مͬکنیم فرض حال مͬکند. صدق P (s, ϱ) در ،S(v۰) فرمول s گودل عدد پس است، r

مجموعهی در فرمولها تعداد که آنجایی از باشد. سازگار

{φ(v۰) : P (pφ(v۰), ϱq) است {درست

۰,۱, · · · , nr از ͬͺی حداقل مͬکند، تعریف را N از یͷعضو حداکثر فرمول هر و است nr حداکثر

یعنͬ نیست. تعریف�پذیر کند، صدق P (pφ(v۰)q, ϱ) در که LPA در φ(v۰)ای فرمول هیچ توسط

کنید فرض است. درست ¬Q(m, ϱ) که طوری به دارد وجود N در m ≤ nr صحیح عدد ͷی

صحیح عدد کوچͷترین m آنگاه مͬ�کند. صدق خاصیت این در که باشد عددی کوچͷترین m

Σ۱−جملهی ͷی با معادل چون ،(∀z < m)Q(z, ϱ)وضوح به است. نماد r از کمتر با تعریف�ناپذیر

است. استنتاج�پذیر PA در است، PA روی درست

ناتمامیت قضیهی دومین ۴.١

پئانو، حساب از استاندارد غیر مدلهای بعضͬ در که مͬگوید ما به ناتمامیت اول قضیهی اثبات

استفاده با نباشد. m مساوی است ممͺن نماد r از کمتر در تعریف�ناپذیر صحیح عدد کوچͷترین

کرد. اثباتخواهیم را ناتمامیت دوم قضیهی شده، تمامیتحسابی قضیهی به توجه با و مسئله این از

به مدل ͷی پذیر، اصل بازگشتͬ طور به سازگار نظریهی هر مͬگوید شده حسابی تمامیت قضیهی

و L زبان در پذیر اصل بازگشتͬ طور به نظریهی ͷی T کنید فرض دارد. پذیر تعریف حسابی طور

و بوده جدید ثابتهای از مجموعه ͷی C

.L̄ = L ∪ C
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مجموعهی دهیم نشان بتوانیم S در اگر

{σ : مͬ�کند صدق φ(pσq) در که باشد L در جمله ͷی σ}

ͷی LPA در φ(x) فرمول گوییم مͬدهد، تشͺیل C از جهانͬ با T مدل ͷی از مقدماتͬ دیاگرام ͷی

مͬکند. تعریف LPA در S نظریهی در T از مدل

از مدل ͷی که دارد وجود TrT (x) فرمول LPA در شده). حسابی تمامیت (قضیهی .١.۴.١ قضیه

بودن سازگار مفهوم با LPA در جمله�ای Cont(T ) که جایی مͬکند تعریف PA + Con(T ) در T

است. T

ناتمامیت قضیهی از مدلͬ نظریه اثباتهای ساختن برای را شده تمامیتحسابی قضیهی کرایسل

نتیجهی از ناتمامیتمͬآوریم دوم قضیهی برای که اثباتͬ در ببینید). را [٨] و [١٢] ،[٩] ) برد کار به

مͬنماییم. استفاده مͬآید، بدست شده حسابی تمامیت قضیهی از که زیر

PA + Con(T ) از مدلͬ را M۰ و PA از پذیر اصل بازگشتͬ طور به توسیع را T .٢.۴.١ نتیجه

که طوری به دارد وجود T از M۱ مدل ͷی صورت این در مͬگیریم.

.M۰ |= TrT (pφq) اگر تنها و M۱اگر |= φ داریم LPA در φ جملهی هر برای (i)

.M۱ |= φ اگر تنها و M۰اگر |= φ داریم LPA در φ Σ۱−جملهی هر برای (ii)

مͬنویسیم همچنین و است پذیر تعریف PA + Con(T ) از M۰ مدل در T از M۱ مدل گوییم

کنند. صدق ٢.۴.١ نتیجه از (ii) و (i) شرایط M۱در M۰و M۱اگر ≺d M۰

کنید. مراجعه [١٢] یا [٨] به مͬتوانید ٢.۴.١ نتیجه و ١.۴.١ قضیه اثبات برای

آنگاه باشد، قبل بخش در شده تعریف صحیح عدد nr و LPA در فرمولͬ S(x) هرگاه .٣.۴.١ لم

.PA ⊢ Con(PA)→ (∃x ≤ nr)S(x)

داریم مͬکند، صدق مقدم وضع قاعده�ی در PrPA چون برهان.

.PA ⊢ (∀x)(∀y∀z)(PrPA(ν(x, ẏ)) ∧ PrPA(ν(x, ż))→ PrPA(pẏ = żq))

داریم ۵.١ رابطه از استفاده با حال

.PA ⊢ Con(PA)→ (∀y∀z)(PrPA(pẏ = żq)→ y = z)
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بنابراین

.PA ⊢ Con(PA)→ (∀x)(∀y∀z)(PrPA(ν(x, ẏ)) ∧ PrPA(ν(x, ż))→ y = z)

که، دهیم نشان مͬتوانیم ٩.١ رابطه به توجه با رو این از

.PA ⊢ Con(PA)→ ¬Q(۰, ϱ) ∨ · · · ∨ ¬Q(nr, ϱ)

است. استنتاج�پذیر PA در Con(PA)→ (∃x ≤ nr)S(x)ترتیب این به

استنتاج PA در Con(PA) آنگاه باشد، سازگار PA اگر ناتمامیت). دوم (قضیهی .۴.۴.١ قضیه

نمͬشود.

قضیهی از استفاده با آنگاه شود. نتیجه PA در Con(PA) و باشد سازگار PA کنید فرض برهان.

که آنجا از دارد. وجود PA M۰از مدل تمامیت،

،M۰ |= Con(PA)

{۰, · · · , nr} مجموعهی در m۰ ͷی ٣.۴.١ لم از استفاده با ،PA ⊢ Con(PA)فرض به توجه با و

رابطه به توجه با آنگاه .M۰ |= S(m۰) که طوری به دارد وجود

PA ⊢ (∀x)(Con(PA)→ (S(x)→ ¬PrPA(p¬Q(ẋ, ϱ)q)))

داریم

M۰ |= ¬PrPA(p¬Q(m۰, ϱ)q)

ترتیب این به

.M۰ |= Con(PA+Q(m۰, ϱ))

M۰تعریف�پذیر در که دارد ,PA+Q(m۰وجود ϱ) M۱از یͷمدل ٢.۴.١ نتیجه از استفاده با بنابراین

.M۱ |= S(m۱) که دارد وجود {۰, · · ·nr} مجموعهی m۱در ،٣.۴.١ لم از استفاده با دوباره است.

Σ۱−جمله ͷی معادل و M۰است در درست جملهی ͷی (∀x < m۰)Q(x, ϱ) که آنجا از علاوه به

پس است. درست M۱نیز در M۱است، ≼d M۰ چون است، PA روی

M۱ |= (∀x ≤ m۰)Q(x, ϱ)
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.m۰ < m۱ M۱داریم |= ¬Q(m۱, ϱ) که آنجا از و

شͺل به پئانو حساب مدلهای از نامتناهͬ دنبالهی ͷی به ساختار، این تکرار با

M۰ ≻d M۱ ≻d · · · ≻d Mi ≻d · · ·

شͺل به صحیح اعداد از نامتناهͬ دنبالهی ͷی و

m۰ < m۱ < · · · < mi < · · · .

است. تناقض در شدهاند، انتخاب {۰, · · · , nr} از ها mi که این با مسئله این مͬرسیم.



٢ فصل

بولوس برهان از گسترش�هایی

٢٠
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قطری�سازی»، «بدون ساده�ی اثبات�های به رسیدن برای مستقیماً ناتمامیت از بولوس اثبات

است. شده داده توسیع منطق، از ͷکلاسی انحصاری قضایای بعضͬ از

استدلالش اگر�چه که داشت اظهار ناتمامیت، قضیهی اعلان حین معروفش مقالهی در گودل

ͷی برای مͬتواند شناختͬ معرفت متناقض�نمای «هر است؛ ریچارد و دروغگو پارادوکسهای مشابه

است جالب ببینید)». را [۵] از ١۴ (نکته شود استفاده تصمیمناپذیر گزارههای وجود از مشابه اثبات

(یا خود-ارجاعͬ مبنای بر که گودل استدلال مانند استدلالهایی درستͬ که حقیقت این علͬرغم

ریاضیدانان)، نه فیلسوفان دیدگاه از (البته بوده سوال مورد اغلب شدهاست، ساخته سازی) قطری

از استفاده با سازی) قطری به ارجاع (بدون قضیه اثبات و گودل ادعای از حمایت برای تلاش اولین

است. شده باب اخیراً دیͽر پارادوکسهای

صحیح عدد کوچͷترین که این بر مبتنͬ بِری پارادوکس بیان با بولوس ج. ،١٩٩٨ سال در

معنایی نسخهی شدهاست، نام�گذاری بخش ١٨ با درست بخش، ١٩ از کمتر با توصیفناپذیر

در اما هستند درست که دارند وجود حسابی جملاتͬ دهد نشان تا کرد، اثبات را ناتمامیت قضیهی

نیستند. اثبات قابل پئانو حساب

قطری شامل آن، معمول «برخلاف مͬ�کند اشاره مقاله�اش پایان در بولوس که گونه همان اثبات،

با قدیمͬ نتایج «اثبات از موجͬ که باشد فاکتورهایی آن از ͬͺی شاید بولوس اثبات نیست». سازی

.[١] است کرده پا به را جدید» روش ͷی

بسیاری بولوس، و گودل برهان دو هر در رفته کار به اثبات نظری خلافروشهای بر وجود این با

مͬتوانند سختͬ به که مͬگیرند کار به را مشخصͬ مدلͬ نظریه روش�های جدید، اثباتهای این از

شود. گرفته نظر در متناهͬ�گرایانه

سادهای اثباتهای به که شود داده توسیع چنان مستقیماً مͬتواند بولوس برهان دیͽر، طرف از

شود. منتهͬ دارند، ناتمامیت قضیهی با ͷنزدی خیلͬ رابطهای که اساسͬ قضایای بعضͬ از

همراه به یͺدیͽر با نحوی) و معنایی (نسخههای گودل ناتمامیت اول قضیهی نسخهی دو

در ١ͬͺتارس قضیهی و اثباتپذیری تصمیمناپذیری درباره�ی چرچ٢ قضیهی گودل-راسر، قضیه�ی

Church′s theorem٢

Tarski′s theorem١
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که مͬدهند دوطرفه�ای متناسب جملات از کاملͬ دور تشͺیل حدی تا درستͬ، تعریفناپذیری مورد

مͬدهند. پاسخ اثباتپذیری و درستͬ دربارهی اساسͬ سوالات از بعضͬ به

رابطه�ی برای شاهدی مͬ�باشند، مشابه ساختار دارای اساساً استاندارد برهان�های که حقیقت این

پارادوکس صوری و عمومͬ نسخهی ͷی از مͬتوانند همه ها این است. اساسͬ نتایج این بین ͷنزدی

بررسͬ پارادوکس این از متفاوتͬ صوری تحلیل صورت به مͬ�توانند یعنͬ آیند، دست به دروغگو

شوند.

پارادوکس جای به بِری پارادوکس دادن قرار با داد خواهیم نشان زیر در که همانطور اکنون

ایده�ی اساسͬ، تغییــــر هیچ بدون واقع در کرد. مطـرح را مشابهـͬ تقریبــا بحث مͬ�توان دروغگـــو

اساسͬ قضایای همه�ی از اثبات�هایی خلق برای مͬ�تواند ناتمامیت قضیه برای بولوس برهان متضمن

ابتدا اساسͬ، تعاریف ارائه�ی و نماد�گذاری از بعد شود. استفاده شد، ذکر بالا در که تصمیم�ناپذیری

مͬ�توان سپس مͬ�کنیم. تکرار شده، داده اصلͬ اثبات در آنچه از بیشتر جزییات با را بولوس اثبات

داریم. را آن انجام قصد ما که است عملیاتͬ روند درست این داد. ادامه متفاوت جهتͬ در را اثبات

(به فرمول ͷی از منظور مͬکنیم. تعیین را حساب اول مرتبه استاندارد زبانهای از ͬͺی ابتدا

نظریهها، است. زبان این در (... و ترم جمله، ترتیب (به فرمول ͷی ،(... و ترم جمله، ترتیب

نشان ω با را Q استاندارد مدل و Q با را رابینسون حساب هستند. جملات از دلخواه مجموعهای

درست ω در بررسͬ مورد جملهی هرگاه گوییم تعریف�پذیر) (یا درست را جمله ͷی داد. خواهیم

مͬ�باشند. v۰, v۱, · · · , vi, · · · متغیرها باشد. تعریف�پذیر) (یا

اعداد (یعنͬ ω در مقادیرشان و ۰, s۰, ss۰, · · · بستهی ترمهای بین تفاوت کردن مشخص اگر

مشخصخواهیم مقادیرشان زیرخط�دار نسخه�ی با را ترمها برسد، نظر به لازم ( ۰, ۱, ۲, · · · طبیعͬ

حذفمͬ�کنیم. را زیرین خط قانون، ͷی عنوان به نیست سردرگمͬ برای دلیلͬ که جایی آن از اما کرد،

خواهد داده نشان است ترم مشخصه�ی که حرفͬ شد�ه�ی پررنگ با ω در بسته ترم ͷی ارزش عموماً

گودل عدد pµq ،µ فرمول هر برای مͬکنیم. انتخاب را گودل استاندارد کدگذاریهای از ͬͺی شد.

کرد. مشخصخواهد را µ

که این بیان برای « $ » نماد از اغلب و مͬکنیم استفاده اگر» تنها و «اگر جای به را «اگرر»

مͬشود. استفاده است، تعریف ͷی مربوطه تساوی
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باشد. ∃viµ فرم به µ مثل کراندار) (یعنͬ ۰∆−فرمولͬ برای اگر مͬ�گوییم Σ۱ را فرمول ͷی

طور به Q در اگر است Σ فرمول ͷی مͬ�شوند. تعریف� Σ۱−فرمول، ͷی توسط Σ۱−رابطه�ها

(یعنͬ باشد ۰∆−فرمولها همهی شامل مجموعهی کوچͷترین از اعضایی معادل اثبات�پذیری

عمومͬ سور و وجودی سورهای اشتراک، اجتماع، تحت و مجموعه�هایی) چنین تمام اشتراک

هم فرمول خود هم اگر یͷ∆−فرمول) (یا مͬ�شود ∆گفته فرمول ͷی علاوه به باشد. بسته محدود،

به است. جمله که است (∆−فرمول) یΣͷ−فرمول (∆−جمله) یΣͷ−جمله باشند. Σنقیضش

توسط اگر مͬشود نامیده (∆−رابطه) Σ رابطه ͷی هست. نیز فرمول −Σ Σ۱−فرمول، ͷی وضوح

است Σ رابطه ͷی که کرد ͷچ مͬ�توان راحتͬ به باشد. تعریفپذیر (∆−فرمول)، Σ−فرمول ͷی

ͷی بازگشتͬ). (یعنͬ باشد ∆۱ اگرر است ∆ رابطه ͷی و کارآمد) شمارای (یعنͬ باشد Σ۱ اگرر

مͬ�دهد نشان یافت، مͬ�توان [۶] و [٣] در آن�چه مشابه فرمول�های پیچیدگͬ روی مستقیم استقرای

هستند. اثبات�پذیر Q در درست Σ−جمله�های همه�ی یعنͬ است Σ−تمام ،Q نظریه

است. Σ۱−تمام ،Q .۵.٠.٢ قضیه

داد: نشان زیر موارد اثبات با را قضیه مͬ�توان برهان.

مͬ�گیرد. تصمیم اتمͬ جمله�ی هر درباره�ی صحیح طور به Q .١

مͬ�گیرد. تصمیم ۰∆−جمله� هر درباره�ی صحیح طور به ،Q .٢

مͬ�کند. ثابت را درست Σ۱−جمله�ی هر ،Q .٣

ͷی (١) یا که آزاد متـغیر بدون ســاخت، خـوش� فرمول ͷی یعنͬ اتمͬ، جمله�ی :(١) اثبات

τ۲ و τ۱ که (جایی است. τ۱ ≤ τ۲ فرم به ساخت خوش فرمول ͷی (٢) یا است τ۱ = τ۲ معادله�ی

مͬ�دانیم قبل از اول، حالت مورد در مشخصمͬ�کنند). را t۲ و t۱ ترتیب به که هستند بسته�ای ترم�های

Q که مͬ�دانیم چون هم باز دوم حالت در مͬ�گیرد. تصمیم معادله هر درباره�ی صحیح طور به Q که

ساخت خوش فرمول�های از زوج ͷی مͬ�تواند مͬ�گیرد، تصمیم معادله هر درباره�ی صحیح طور به

چون اما .τ۲ = t۲ و τ۱ = t۱ کند ثابت مͬ�تواند یعنͬ کند؛ ثابت مͬ�کنند، ارزیابی را ترم�هایی که را
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یا t۱ ≤ t۲ آیا که مͬ�گیرد تصمیم صحیح طور به Q است، مساوی کوچ�ͷتر رابطه�ی معنای به «≤»

این مͬ�گیرد.برای تصمیم τ۱ ≤ τ۲ درباره�ی صحیح طور به Q مشخصه�ها به توجه با رو این از نه؟

کنیم ثابت باید نیز و است n برابر (n ∈ N (برای t بسته�ی ترم هر که کنیم ثابت باید منظور

Q ⊢ m+ n = m+ n .١

Q ⊢ m ∗ n = m ∗ n .٢

m ̸= n←→ Q ⊢ m ̸= n .٣

x ≤ n↔ x = ۰ ∨ x = ۱ ∨ · · · ∨ x = n .۴

دهیم نشان باید n = ۰ برای مͬ�کنیم. آغاز را اثبات n روی استقرا با

Q ⊢ m+ ۰ = m

برای اثباتͬ داشتن با مͬ�شود. نتیجه x+ ۰ = x یعنͬ رابینسون حساب ۴ اصل از که

Q ⊢ m+ n = m+ n

داریم: Q در عملیات انجام و

m+ n+ ۱ = m+ s(n) = s(m+ n) = m+ n+ ۱

است. قبل قسمت مشابه ٢ قسمت اثبات

فرض است. معنͬ mفرضبی = ۰ برای .n < m فرضکنیم کافیست ٣ قسمت اثبات برای

اول اصل و n = ۰ آنگاه .n < m + ۱ مͬ�دهیم قرار و باشد صادق m برای ادعا که مͬ�کنیم

استقرا فرض به توجه با و n = n۰ + ۱ یا Q ⊢ n ̸= m+ ۱ مͬ�دهند نتیجه رابینسون حساب

.Q ⊢ n ̸= m+ ۱ داریم رابینسون حساب ٢ اصل از استفاده با پس .Q ⊢ n۰ ̸= m داریم

اینکه به توجه با ،n = ۰ برای مͬ�رویم. پیش n روی استقرا با نیز ۴ قسمت اثبات برای

zای برای آنگاه ،y ̸= ۰ (اگر مͬ�شود. ثابت حͺم ،x + y = ۰ → x = ۰ & y = ۰
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یا x + ۰ = ۰ بنابراین .y = ۰ ناچار به پس .x + y = S(x + z) ̸= ۰ پس y = S(z)

طرف مͬ�کنیم. ثابت n + ۱ برای و باشد صادق n برای حͺم مͬ�کنیم فرض اکنون (.x = ۰

داده ادامه Q در را اثبات بنابراین مͬ�شود. ثابت ١ قسمت از استفاده با (← ) استدلال اول

y پس .x ̸= ۰ ترتیب بدین است. تمام کار ،x = ۰ اگر .x ≤ n+ ۱ مͬ�کنیم فرض و

استقرا فرض با بنابراین .y ≤ n مͬ�شود نتیجه S(y) ≤ S(n) از .x = S(y) که دارد وجود

بنابراین .x = ۰ ∨
∨n+۱

j=۱ x = j یا x = ۰ ∨
∨n

i=۰ S(y) = S(i) پس
∨n

i=۰ y = i داریم

طور به Q و مͬ�باشد (n ∈ N (برای ،n ͷی برابر ،t بسته�ی ترم هر اینکه .
∨n+۱

i=۰ x = i

مͬ�شـــود داده نشــان ٢ و ١ قســمت�های از استفاده با مͬ�گیرد، تصــمیم آن درباره�ی صحیح

Q ⊢ (۳ + ۵) ∗ ۸ = ۶۴ مثال: برای

ساخت خوش فرمول�های از اگر دارد k درجه�ی ۰∆−جمله�، مͬ�گوییم مجدداً :(٢) اثبات

صفر، درجه جملات باشد. شده ساخته محدود سورهای و/یا رابط�های از کاربرد k با اتمͬ

مͬ�گیرد. تصمیم آن�ها درباره�ی صحیح طور به ،Q که مͬ�دانیم اکنون و هستند اتمͬ جملات

تصمیم ،k درجه�ی تا ۰∆−جمله�ها همه�ی درباره�ی صحیح طور به Q کنید فرض بنابراین

درجه�ی با دلخواه جمله�ی ͷی ،χ درباره�ی صحیح طور به که داد خواهیم نشان مͬ�گیرد.

دارد: وجود بررسͬ برای حالت سه قبل، همانند مͬ�گیرد. تصمیم k + ۱

به توجه با که پایین�تر، درجه جملاتͬ ،ψ شاید و φ از گزاره�ای رابط�های از استفاده با χ (آ)

مقدماتͬ، منطق به توجه با اما مͬ�شود. ساخته مͬ�گیرد، تصمیم آنها درباره�ی Q فرض،

،¬φ درباره�ی صحیح طور به بͽیرد، تصمیم ψ و φ درباره�ی صحیح طور به Q اگر

مͬ�گیرد. تصمیم نیز (φ↔ ψ) و φ→ ψ) ،(φ ∨ ψ) ،(φ ∧ ψ)

است. (∀ζ ≤ n) φ(ζ) فرم به χ (ب)

جملاتدرست باید ,φ(۰)همه φ(۱), · · · , φ(n) آن�گاه χیͷجمله�یدرستباشد، اگر

توسطQتصمیم�گیری صحیح طور به همه پایین�تر، فرضدرجه�های از استفاده با باشند.

مͬ�کند. ثابت را φ(۰), φ(۱), · · · , φ(n) ،Q بنابراین مͬ�شوند.

آن�گاه T ⊢ φ(۰), T ⊢ φ(۱), · · · , T ⊢ φ(n) اگر ،n هر (برای به توجه با رو این از
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دیͽر طرف از مͬ�کند. ثابت نیز را (∀ζ ≤ n) φ(ζ) همچنین Q (T ⊢ (∀x ≤ n) φ(x)

درجه�های و است نادرست ،n از کوچ�ͷتر kهای برای φ(k) باشد، نادرست χ اگر

با و N |= ¬φ(k) ،k < n (برای مͬ�شوند. تصمیم�گیری Q با صحیح طور به پایین�تر

(Q ⊢ ¬φ(k) مͬ�شود نتیجه Q ⊢ k < n ≡ k = ۰∨k = ۱∨ · · ·∨k = n از استفاده

, T ⊢ φ(۱) یا , T ⊢ φ(۰) اگر ،n هر (برای به توجه با مͬ�کند. ثابت را ¬φ(k) ،Qپس

ثابت را (∃ζ ≤ n) ¬φ(ζ) ،Q (T ⊢ (∃x ≤ n) φ(x) آن�گاه T ⊢ φ(n) یا , · · · یا

درباره�ی صحیح طور پسQبه مͬ�باشد. ¬(∀ζ ≤ n) φ(ζ) مستلزم سادگͬ به که مͬ�کند

.(∀ζ ≤ n) φ(ζ) یعنͬ مͬ�گیرد تصمیم χ

مͬ�شود. ثابت (٢) حالت مشابه باشد، (∃ζ ≤ n) φ(ζ) فرم به χ اگر (ج)

مͬ�گیرد. تصمیم صفر درجه�ی از ۰∆−جملات همه�ی درباره�ی صحیح طور Qبه کل در

همه�ی درباره�ی بͽیرد، تصمیم k از بزرگ�تر درجه�ی با ۰∆−جملات همه�ی درباره�ی اگر

ͷی با ترتیب بدین مͬ�گیرد. تصمیم نیز k + ۱ از بزرگ�تر درجه�ی با ۰∆−جملات

درجات حتͬ مͬ�گیرد تصمیم ۰∆−فرمول�ها همه�ی درباره�ی k روی صوری غیر استقرای

دیͽر.

جایی بͽیرید، نظر در را ∃x∃y φ(x, y) نوع از Σ۱−جمله ͷی مثال برای :(٣) اثبات

،n و m عددهای جفت برای آن�گاه باشد درست جمله این اگر است. ∆۰ ،φ(x, y) که

را φ(m,n) ،Q ،(٢) از استفاده با ترتیب بدین باشد. درست باید φ(m,n) ۰∆−جمله�ی

هر به استدلال بدیهͬ طور به .∃x∃y φ(x, y) وجودی، تعریف با ازاین�رو و مͬ�کند ثابت

ثابت را درست Σ۱−جمله�های همه�ی Q مͬ�دهد نشان که مͬ�یابد، تعمیم اولیه سور تعداد

کرد. خواهد اثبات نیز را درست�شان منطقͬ معادل�های بنابراین مͬ�کند.

ω−سازگاری ١.٢

بیشتر کمͬ که این برای اما شد. داده ارائه ω−سازگاری به راجع مختصری تعریف قبل فصل در

فرض�های بیان منظور به و گودل توسط ω−سازگاری مفهوم بدانیم باید شود، صحبت آن درباره�ی
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و بهینه کافͬ حد به شرایط ،T ω−سازگاری شد. تعریف ناتمامیت، اول قضیه�ی برای نیاز مورد

در قاطعانه بسیار بحث این در آن از استفاده وجود، این با نمͬ�کند. فراهم قضیه برای را شهودی

ω−سازگاری صوری، غیر طور به مͬ�کند. نفوذ هستیم، آنها از استفاده به مجبور که موضوعاتͬ

نباشد: صادق زیر شرط دو در همزمان φ اگر است برقرار T برای که است خصیصه�ای

.T ⊢ ∃x φ(x) .١

.T ⊢ ¬φ(۰),¬φ(۱),¬φ(۲), · · · .٢

شود: داده نمایش زیر، طرح (اصلاح) با مͬ�تواند ω−سازگاری صوری، طور به و

PrT p∃x φ(x)q→ ∃x ¬PrT (p¬φ(ẋ)q)

شود.) مراجعه [١٢] (به

تعاریف

طول را عدد (این مͬدهیم نشان |e| با را e در موجود نمادهای تعداد ،e فرمول یا ترم هر برای .١

فرمول هر برای که طوری به مͬ�گیریم نظر در بازگشتͬ تابع ͷی را f : ω۲ −→ ω و نامید) خواهیم e

باشد. برقرار f(i, pµq) = p(∀v۰)(µ⇐⇒ v۰ = i)q ،i طبیعͬ عدد و µ

مشخص PrS با را S در اثباتپذیر جملات گودل اعداد مجموعهی ،S نظریهی هر برای .٢

مͬکنیم.

زیر صورت به را Lh,Nm ⊆ ω۲ و Fm ⊆ ω رابطه�های باشد، دلخواه نظریهای T اگر .٣

مͬکنیم: تعریف

Fm $ {i ∈ ω : i = pµq ، v۰ آزاد متغیر ͷی حداکثر با µ فرمول برای }

Lh $ {(i, j) ∈ ω۲ : i = pµq ، |µ| < j که طوری به µ فرمول برای }

Nm $ {(i, j) ∈ ω۲ : j ∈ Fm, f(i, j) ∈ PrT}

ͷی دارای حداکثر µ = µ(v۰) اگر یعنͬ باشد؛ (i, pµq) ∈ Nm ،i عدد و µ فرمول هر برای اگر

تعریف را i عدد µ فرمول که مͬگوییم آنگاه T ⊢ (∀v۰)(µ(v۰)⇐⇒ v۰ = i) و باشد v۰ آزاد متغیر
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مͬکند.

میان از همه متغیرهایشان که فرمولهایی گودلِ کدهای که برمͬآید گودل تعریفکد�گذاری از .۴

شدهاند. محدود طولشان از بازگشتͬ تابع ͷی توسط شده�، انتخاب n ∈ N برای {v۰, v۱, · · · , vn}

کدگذاری به (بسته g بازگشتͬ تابع ͷی گودل، کدگذاری از حالتͬ در بͽوییم، دقیقتر بخواهیم اگر

متغیرهای همه�ی وقتͬ j عدد و µ فرمول هر برای که طوری به دارد وجود شده) انتخاب مخصوص

هستند) {v۰, v۱, · · · , vj−۱} مجموعه�ی در آنها همه�ی j > ۱ برای (یعنͬ هستند اول تای j بین µ

بررسͬ برای را گودل کد�گذاری معمول�ترین مثال، برای .pµq < g(j) مͬ�دهد نتیجه |µ| < j

شده داده قبلا́ مربوطه، زبان از مقدماتͬ نماد�های گودل کد�های این�که فرض (با که مͬ�کنیم انتخاب

است: شده تعریف زیر صورت به نماد�ها از دنباله هر برای است)

p(s۰, s۱, · · · , sj)q = pps۰q
۰ .pps۱q

۱ · · · .ppsjqj

نماد�های متناهͬ حداکثر تعداد به ما، زبان متغیر�ها، از جدای مͬ�باشد. اول عدد iامین ،pi جایی�که

متغیر�ها، جز به مقدماتͬ نماد�های گودل اعداد از بزرگ�تر عدد هر مͬ�توانیم را c بنابراین دارد، مقدماتͬ

دهید قرار ،j هر برای کنیم. تعریف

h(j) $ max{c} ∪ {pviq : i ≤ j}

باشد، اول تای j میان از µ متغیر�های همه�ی و |µ| < j که طوری به µ فرمول هر برای آن�گاه

است. بازگشتͬ g(j) = p
h(j).j
j تابع وضوح به .pµq < p

h(j).j
j

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را B ⊆ ω۲ رابطه�ی و کرده انتخاب را g چنین اکنون

B $ {(i, j) ∈ ω۲, (pµq, j) ∈ Lh, (i, pµq) ∈ Nm ،pµq < g(j) طوریͺه به µ فرمول {برای

اگر مثال (برای باشد تعریف�پذیر PrT کنید فرض هستند. ∆۱ رابطه�های Lh و Fm .۵

مͬ�شود) ارضا شرایط این باشد، تعریف�پذیر خود T به متعلق جملات گودل کد�های مجموعه�ی

هستند. تعریف�پذیر نیز B و Nm آنگاه

را φ دهید. قرار B رابطه�ی معرف (v۱, v۰ آزاد متغیر دو حداکثر (با فرمولͬ را φ(v۰, v۱) (آ)

است؛ ممͺن امر این باشد. Σ۱ است، اصل�پذیر بازگشتͬ طور به T وقتͬ که مͬ�کنیم انتخاب طوری

کلاس که آورید یاد (به Σ۱هستند نیز B دویNmو هر بنابراین Σ۱است، ،PrT حالت این در چون
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است). بسته بازگشتͬ، توابع جایͽزینͬ و وجودی سور اشتراک، تحت کارآمد، شمارای روابط

با آنگاه ،|µ| < j و باشد داشته v۰ آزاد متغیر ͷی حداکثر µ فرمول ͷی اگر باشید داشته توجه

حداکثر که آورد دست به گونه�ای به را µ∗ فرمول توان مͬ ،µ کراندار متغیرهای دوباره�ی نام�گذاری

همه�ی و ،|µ| = |µ∗| باشند، معادل Q در اثبات�پذیر طور به µ∗ و µ باشد، داشته v۰ آزاد متغیر ͷی

توجه با .pµ∗q < g(j) قبلͬ تذکر راستای در پس باشند؛ داشته قرار اول تای j میان در µ∗ متغیرهای

داشته وجود µ فرمول ͷی اگرر است درست φ(i, s) ،s بسته�ی ترم و i عدد هر برای حقیقت، این به

مͬ�کند. تعریف را i عدد µ و |µ| < s که طوری به باشد

ψ(i, s) ،s بسته�ی ترم برای .ψ(v۰, v۱) $ ¬φ(v۰, v۱)∧ (∀v۲ < v۰) φ(v۲, v۱) دهید قرار (ب)

s از کمتر طول با فرمول ͷی با نمͬ�تواند که باشد طبیعͬ عدد کوچͷترین i اگرر است درست

شود. تعریف

پیشامدهای تعداد از بزرگتر طبیعͬ عدد هر را k۲ همچنین ؛ k۱ $ |ψ(v۰, v۱)| دهید قرار .۶

بͽیرید. نظر در ψ(v۰, v۱) در v۱ آزاد

.k ≥ k۲ ≥ ۱ و k ≥ k۱ > ۳ آنگاه .t $ ۱۰.(k.k) و k = k۱.k۲ دهید قرار

تعریف مͬ�تواند را عدد ͷی حداکثر فرمول، هر آنگاه باشد، Q از سازگار توسیعͬ T اگر .٧

،T در معادل اثبات�پذیر طور به فرمول�های همچنین، .(Q ⊢ i ̸= j مͬ��دهد نتیجه i ̸= j (چون کند

هم�ارزی حد تا بالاخره، کنند). تعریف را عدد ͷی حداقل آنها (اگر مͬ�کنند تعریف را یͺسان اعداد

ͷی حداکثر و شده داده عدد ͷی از کمتر طول با فرمول�های متناهͬ تعداد حداکثر T−اثبات�پذیر،

نمادهای متناهͬ تعداد حداکثر شامل ما زبان متغیرها، جز به (یادآوری: دارند وجود v۰ آزاد متغیر

مͬ�توانند متفاوت اعداد از متناهͬ حداکثر تعداد نتیجه، در ببینید). را (آ) ،۵ تذکر است، مقدماتͬ

کوچͺترین بنابراین تعریفشوند. شده داده یͷطول از کمتر با فرمول�هایی با که باشند داشته وجود

مͬ�کنیم. مشخص n با را آن شود. تعریف t از کمتر طول به فرمولͬ با نمͬ�تواند که دارد وجود عدد

است درست ψ(n, t) آنگاه باشد، تعریفپذیر PrT و Q از سازگار توسیع ͷی T اگر .١.١.٢ قضیه

T 0 ψ(n, t) اما

کمتر طول با فرمولͬ توسط نمͬتواند که است عددی کوچͷترین n تعریف، از استفاده با برهان.
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نتیجه در است. درست حالت این در تنها ψ(n, t) تعریف، از استفاده با باز و شود تعریف t از

است. درست ψ(n, t) .١

مͬدهد نتیجه (١) ،ψتعریف به توجه با دیͽر طرف از

که مͬشود دیده راحتͬ به علاوه به است. نادرست φ(n, t) .٢

کـه دهیـم نشـان بایـد واقـع در مͬکند. تعریف را n ،ψ(v۰, t) آنگاه T ⊢ ψ(n, t) اگـر .٣

صوری استدلال این یͷطرف . مͬدهد نتیجه را T ⊢ (∀v۰)(ψ(v۰, t)⇐⇒ v۰ = n) ،T ⊢ ψ(n, t)

از توسیعͬ T که واقعیت این از دیͽر، طرف .T ⊢ ψ(n, t) ∧ v۰ = n =⇒ ψ(v۰, t) است: بدیهͬ

فرد به منحصر طور به از ضعیف نوع ͷی که Q ⊢ v۰ ≤ i ∨ i ≤ v۰ چون مͬشود. نتیجه است، Q

فرمول هر برای بͽوییم، دقیقتر بخواهیم اگر مͬدهد. نتیجه را اعضا کوچͷترین بودن اثباتپذیر

،i عدد و µ(v۰)

Q ⊢ ¬µ(i) ∧ (∀v۲ < i)µ(v۲) =⇒ (∀v۰)[¬µ(v۰) ∧ (∀v۲ < v۰)µ(v۲) =⇒ v۰ = i]

مͬ�شود: زیر روابط به منجر tتعریف بنابراین، .۱۸k < ۸k۲ مͬشود نتیجه k > ۳ از اینک

|ψ(v۰, t)| ≤ |ψ(v۰, v۱)| + k۲|t| = k۱ + k۲(۱۵ + k + ۱ + k + ۱) = k۱ + k۲(۱۷ + ۲k) ≤

k + k(۱۷ + ۲k) = ۱۸k + ۲k۲ < ۱۰k۲ = t

فرمولͬ ψ(v۰, t) آنگاه ،T ⊢ ψ(n, t) اگر مͬدهد نشان (٣) همراه به که ،|ψ(v۰, t)| < t بنابراین

.T 0 ψ(n, t) نتیجه در است. نادرست φ(n, t) ،(٢) به توجه با اما مͬ�باشد. φ(n, t) درستͬ شاهد

جملات همهی اگر کنیم. بیان معمول طور به را ناتمامیت قضیه معنایی صورت مͬتوانیم اکنون

مͬشود. نامیده درست T نظریه باشد، درست T به متعلق

گودل) ناتمامیت اول قضیه�ی معنایی (صورت .٢.١.٢ نتیجه

T اگر بͽیرید). نظر در کارآمد شمارای را T خاص حالت (در بͽیرید نظر در تعریفپذیر را PrT
است. ناتمام T آنگاه باشد، درست

S در اثباتپذیر جملات همهی مجموعهی را Ded(S) ،S نظریه هر برای چیز، هر از قبل برهان.

.T ′ $ Q دهید قرار و بͽیرید نظر در
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.PrT ′ = PrQ∪Ded(T ) یعنͬ ،Ded(T ′) = Ded(Q ∪Ded(T )) وضوح به آنگاه

جملات گودل اعداد مجموعهی است، تعریفپذیر فرض طبق نیز PrT و است متناهͬ Q چون

مجمــــوعهی تعــریفپذیــری خود نوبهی به که اسـت تعـریفپـذیر نـیز Q ∪Ded(T ) در موجود

مͬدهد. نتیجه را PrQ∪Ded(T ) = PrT ′

نوبه�ی به درستͬ مͬ�باشد. درست نیز T ′ بنابراین است، درست Q تعریف، از استفاده با علاوه به

ترتیب این به مͬکند. صدق قبل قضیه�ی شرایط در T ′ نتیجه در مͬشود. سازگاری به منجر خود

مͬآید دست به T ⊆ T ′ از T 0 ψ(n, t) طرفͬ از سپس مͬباشد. نادرست ¬ψ(n, t) و T ′ 0 ψ(n, t)

و T 0 ¬ψ(n, t) پس کنند؛ ثابت را نادرست جملات نمͬتوانند درست نظریههای دیͽر طرف از و

است. ناتمام T نتیجه در

در قدمͬ چند ساختن امͺان که ͷکوچ تغییرات بعضͬ با را بولوس اثبات روش تنها ما تاکنون

نتیجه�ی مستقیم�ترین و کرده تکرار مͬ�کند، ایجاد را اصلͬ اثبات توسط شده تعیین خطوط راستای

بولوس اثبات چه اگر که مͬکنیم مشاهده مبحث، این در پیشروی منظور به کرده�ایم. بیان را آن

که قضیهای حقیقت در نمͬباشد. مستقیم هم بسیار است، بِری پارادوکس صوری�سازی ͷی اساساً

مبتنͬ ͬͺتارس قضیهی شود، بررسͬ بِری پارادوکس صوری نسخهی وفادارترین عنوان به مͬتواند

حدس است ممͺن شد، ذکر بالا در که گودل تذکر یادآوری با است. درستͬ تعریفناپذیری بر

تعریفناپذیری بر مبتنͬ جملهای تنها معرفت�شناختͬ، متناقض�نمای هر صوری «نسخهی که بزنیم

سـاده کافͬ انــدازهی به دلــیل این شود». استفاده اثباتش برای مͬتواند ازاینرو و مͬباشد درستͬ

زبان در نمͬتوانیم مͬدهد، قرار دروغگو پارادوکس با ارتباط در را آن ͬͺتارس که همانطور است.

در مͬتواند دروغگو «متناقض�نمای صورت این غیر در چون کنیم صحبت درستͬ به راجع حساب

راجع را بحث همین مͬتوان که مͬ�دهد نشان قضیه از ساده نتیجه�ی ͷی شود». بازسازی زبان این

کرد. مطرح بِری پارادوکس به
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دروغگو پارادوکس با رابطه ٢.٢

نشان دروغگو جمله�ی تحلیل مͬ�باشد. است» دروغ جمله «این جمله�ی دروغگو پارادوکس

مͬ�تواند نه و است)، دروغ مͬ�کند، بیان که طور همان (چون باشد درست مͬ�تواند نه که مͬ�دهد

است). راست آن�گاه (چون باشد دروغ

نسبت مشابه بیانͬ راستͬ، جای به اثبات�پذیری جایͽزینͬ با T نظریه�ی برای G گودل جمله�ی

G اثبات�پذیری و راستͬ تحلیل نیست». اثبات�پذیر T در G» مͬ�گوید G دارد. دروغگو جمله�ی به

در دروغ با اثبات�نا�پذیر جایͽزینͬ است. دروغگو جمله�ی از راستͬ تحلیل شده�ی صوری صورت

به نمͬ�تواند است»، نادرست فرمول ͷی گودل «Qعدد محمول زیرا ندارد، امͺان گودل یͷجمله�ی

معروف «ͬͺتارس ناپذیری تعریف «قضیه�ی به نتیجه این شود. داده نمایش حسابی فرمول ͷی عنوان

ͬͺتارس و مͬ�کرد) کار ناتمامیت قضیه�ی اثبات روی (وقتͬ گودل توسط مستقل طور به که مͬ�باشد

شد. کشف

حساب) درستͬ تعریفناپذیری بر مبتنͬ ͬͺتارس ی (قضیه .١.٢.٢ نتیجه

نیست. تعریفپذیر درست، جملات گودل اعداد مجموعهی

T r کنید فرض چنین هم دهید. قرار درست جملات گودل اعداد مجموعهی را T r برهان.

باشد، درست جملات همهی مجموعهی که کنید انتخاب چنان قضیه در را T باشد. تعریف�پذیر

یعنͬ

.T = {σ : است درست جمله ͷی σ}

هستند. T در همه T اثباتپذیر جملات یعنͬ است، بسته استنتاج تحت ،T آنگاه

تعریف از استفاده با علاوه به است. تعریفپذیر PrT و سازگار T بنابراین .PrT = T r نتیجه در

اثباتپذیر T در اما است درست ψ(n, t) ببریم: کار به را قضیه مͬتوانیم بنابراین .T ⊇ Q داریم

برای که بود خواهد معنͬ این به زیرا نیست امͺانپذیر این که مͬدهد نتیجه PrT = T r ولͬ نیست.

باشد. اثباتپذیر T در σ اگرر است درست σ ،σ جملهی هر
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ناتمامیت صورتنحویقضیه کردن)، نام�گذاری(کد اصلاحروشبولوسبرای با کیͺوچ١ͬ[٧]

آورد دست به گودل، ناتمامیت دوم قضیه�ی نیز و پئانو حساب از مناسبی توسیع�های برای را اول

نیست. نیاز اصلاح این حقیقت در است، مربوط ناتمامیت اول قضیه�ی به که جایی تا قبل). (فصل

قضیه�ی صورتنحوی مͬ�توان دقیقتر، و مشاهداتکاربردی�تر با استکه این است، مهم�تر که چه آن

ضعیف�تر پئانو حساب از ملاحظه�ای قابل طور به که نظریه�هایی برای قبلͬ نتایج از را ناتمامیت

آورد: دست به هستند،

گودل) ناتمامیت اول قضیهی نحوی (صورت .٢.٢.٢ نتیجه

باشد. Q از اصلپذیر بازگشتͬ توسیع ͷی T کنید فرض

.T 0 ¬φ(n, t) آنگاه باشد سازگار T اگر (١)

.T 0 φ(n, t) آنگاه باشد ω−سازگار ،T اگر (٢)

است. Σ۱−فرمول ͷی φ(v۰, v۱) تعریف، به توجه با است، اصلپذیر بازگشتͬ بطور T چون برهان.

است. برقرار حالت دو هر برای قضیه شرایط مͬدهد، نتیجه را سازگاری ω−سازگاری، چون علاوه به

است درست علاوه به و است Σ نیز (∀v۲ < n)φ(v۲, t) جملهی است، Σ ،φ(v۲, t) چون .١

داریم Σ−تمامیت با ترتیب این به مͬآید). دست به قضیه اثبات در (١) قسمت و ψتعریف از (این

در قضیه با که T ⊢ ψ(n, t) داد خواهد نتیجه T ⊢ ¬φ(n, t) رو این از .T ⊢ (∀v۲ < n)φ(v۲, t)

.T 0 ¬φ(n, t) بنابراین است؛ تناقض

µ(v۰, v۱, vi)۰∆−فرمول ͷی Σ۱است، اکنون ،φ(v۰, v۱) چون باشد. ω−سازگار ،T فرضکنید .٢

اثبات (در دیدهایم قبلا́ که طور همان .φ(v۰, v۱) = (∃vi)µ(v۰, v۱, vi) که طوری به دارد وجود

۰∆−جمله�ی ͷی ¬µ(n, t, j) ،j عدد هر برای مͬشود نتیجه این از است. نادرست φ(n, t) قضیه)

تعریف به توجه با که T ⊢ ¬µ(n, t, j) داریم ،j هر برای Σ−تمامیت، از استفاده با است. درست

.T 0 φ(n, t) یعنͬ ؛ T 0 (∃vi)µ(n, t, vi) مͬشود نتیجه ω−سازگاری،

نتیجه�یمستقیمͬ دهیم نشان استکه این اثباتقضیه�یگودل-راسر٢ استاندارد روش�های از ͬͺی

M. Kikuchi١

Godel− Rosser Theorem٢



٣۴ بولوس برهان از گسترش�هایی .٢ فصل

نشان ابتدا قبلͬ، نتایج از استفاده با تا داد خواهیم ادامه را مسیر این چنین هم است. چرچ قضیه�ی از

نیست. تصمیم�پذیر Q از سازگاری توسیع هیچ که �دهیم

حساب) تصمیم�نا�پذیری درباره�ی چرچ (قضیه�ی .٣.٢.٢ نتیجه

است. تصمیم�نا�پذیر T آنگاه باشد، Q از سازگار توسیع ͷی T اگر

از باشد. بازگشتͬ رابطه�ی ͷی PrT خلف) (فرض مͬ�کنیم فرض تناقض، به رسیدن برای برهان.

بازگشتͬ نیز B رابطه�ی رو این� از است، بازگشتͬ رابطه�ی ͷی نیز Nm که مͬ�شود نتیجه فرض این

تحت بازگشتͬ روابط کلاس دیͽر طرف از و هستند بازگشتͬ Lh و Fm طرف ͷی از چون است

B معرف φ فرمول نتیجه در هستند. بسته بازگشتͬ توابع جایͽزینͬ و محدود سورهای اشتراک،

توسیع ͷی T که است شده فرض چون شود. انتخاب ∆−فرمول ͷی عنوان به مͬ�تواند اکنون

مͬ�دهد) نتیجه را T بودن اصل�پذیر بازگشتͬ طور به البته (که است بازگشتͬ PrT و Q از سازگار

.T 0 ¬φ(n, t) نتیجه، در بͽیریم؛ کار به را قبل تذکر از اول قسمت مͬ�توانیم

¬φ(n, t) قضیه، اثبات در (٢) قسمت از استفاده با چون تناقضمͬ�شود، به منجر چنین هم امر این

اثبات�پذیری Σ−تمامیت، با نوبه�یخود به آن درستͬ یعنͬیΣͷ−جمله�یدرستاست. درستاست،

.T ⊢ ¬φ(n, t) یعنͬ مͬ�دهد، نتیجه را T در

مͬپردازیم. چرچ قضیهی از مستقیمͬ نتیجهی به ادامه در

راسر-گودل) ناتمامیت (قضیه�ی .۴.٢.٢ نتیجه

است. ناتمام T آنگاه باشد، Q از کارآمد شمارای و سازگار توسیع ͷی T اگر

در ∆−فرمول�هایی کننده�ی مشخص را Neg(v۰, v۱) و Snt(v۰) باشد. تمام T کنیم فرض برهان.

ͷی گودل عدد بین که رابطه�ای و جملات گودل اعداد مجموعه�ی معرف ترتیب به که بͽیرید نظر

PrT مجموعه�ی که باشد Σ−فرمول ͷی PrT (v۰) علاوه، به باشند. است، برقرار نقیضش و جمله

مͬ�دهیم قرار اکنون مͬ�کند. تعریف را

PrcT (v۰) $ ¬Snt(v۰) ∨ (∃v۱)(PrT (v۱) ∧Neg(v۰, v۱))

که مͬ�شود نتیجه T تمامیت و سازگاری از دیͽر طرف از است. Σ−فرمول ͷی PrcT (v۰) آنگاه



٣۵ بولوس برهان از گسترش�هایی .٢ فصل

بنابراین هستند، Σ دو هر مͺملش، و PrT ترتیب این به مͬ�کند. تعریف را PrT مͺمل PrcT (v۰)

است. تناقض در قبلͬ نتیجه�ی با که است بازگشتͬ PrT

در بِری، پارادوکس از بولوس سازی صوری که مͬ�دهند نشان دادیم، ارائه ما که برهان�هایی

است. برهان طرح ͷی حقیقت

قضیه�ی (٢) گودل، ناتمامیت قضیه�ی معنایی صورت (١) برهان�های آوردن بدست برای واقع در

چارچوب ساده طور به ما چرچ، قضیه�ی (۴) و ناتمامیتگودل قضیه�ی نحوی صورت (٣) ،ͬͺتارس

از نوع چهار به بود شده ارائه ضمنͬ طور به بولوس ناتمامیت برهان در که را مشترکͬ مفهومͬ

،PrT مجموعه�ی آنها در که بود نظریه�هایی روی ما تعمیم دادیم. تعمیم حساب صوری نظریه�های

جملات همه�ی گودل) (کدهای مجموعه�ی (٢) تعریف�پذیر، مجموعه�های (١) با است متناظر

بازگشتͬ. (۴) و کارآمد شمارای (٣) درست،



٣ فصل

ناتمامیت و خودنامصداقͬ درباره�ی یادداشتͬ

٣۶



٣٧ ناتمامیت و خودنامصداقͬ درباره�ی یادداشتͬ .٣ فصل

نسخه�ی داد. ارائه را پارادوکس�هایش از نسخه دو فرگه به نامه�اش در ١٩٠٢ سال در راسل

خودشان: اعضای نه باشند اعضایش عنوان به کلاس�ها که است rکلاسͷی تعریف به مربوط اول

x ∈ r iff ∼ x ∈ x کلاس نسخه�ی

r ∈ r iff ∼ r ∈ r خاص حالت در بنابراین،

تأثیر نمͬ�کنند، اثر خودشان به که خواصͬ روی تنها تعریف: این با R ویژگͬ به مربوط دومͬ و

مͬ�کند:

R(F ) iff ∼ F (F ) ویژگͬ نسخه�ی

R(R) iff ∼ R(R) خاص حالت در بنابراین،

دوم نسخه�ی فوراً توانست اما نکرد، زیادی تلاش اول، نسخه�ی تضعیف برای فرگه اگرچه

بزند: کنار را پارادوکس

مͬ�باشد شناسه عنوان به یͷشͬ نیازمند که است اولͬ سطح تابع قاعده، ͷی عنوان به محمول ͷی»

.(١٩٨٠ کند»(فرگه اختیار شناسه عنوان به را خودش نمͬ�تواند ترتیب این به و

بیرونͬ، “F ()” هرگاه است. معنͬ بی سادگͬ به “ ∼ F (F )” رشته�ی ،R از شده ادعا تعریف در

درونͬ “F” باشد، یͺسانͬ نماد اگر آنگاه باشد، داشته شناسه�اش دادن قرار برای مناسبی ناتمامیت

آنگاه باشد، نداشته را ناتمامیتͬ چنین درونͬ “F” هرگاه متناوباً بدهد. را ناتمام “ ∼ F (F ())” باید

شود، منتهͬ “ ∼ FF ” به که بیرونͬ “F” دارای کدام هیچ باشد، یͺسانͬ نماد که شود فرض اگر

مͬ�کنند، تقسیم هم با مͬ�کنند، نمادینه که را آنچه ناتمامیت نمادها که اساسͬ تفکر این نیستند.

نیست گزاره�ای ساختار اصلا́ ∼ F (F ) رشته�ی که مطلب این بیانگر مͬآورد وجود به را استنتاجͬ

به مͬ�کند. نمادگذاری را مختلف آرایه�های (انواع) پیشامدش، دو در F آن در که دیͽر استنتاجͬ یا

بندی فرمول را نمͬ�کند، اثر خودش روی که خاصیتͬ ،R کاربرد برای مفروض شرایط حال، هر

آنچه که است دلیلͬ همان نشده، داده قرار توجه مورد که مسئلهای نویسنده، اعتقاد به نمͬ�کند.

گرلینگ پارادوکس عنوان به و کرده سلاح خلع را مͬ�شود نامیده� راسل پارادوکس محمول نسخه�ی

مͬ�شود: شناخته خودنامصداق١ͬ

H(“F”) iff ∼ F (“F”) محمول نسخه�ی

Gerlling′s Paradox of Heterologicality١



٣٨ ناتمامیت و خودنامصداقͬ درباره�ی یادداشتͬ .٣ فصل

H(“H”) iff ∼ H(“H”) خاص حالت در بنابراین،

تعبیر را “F” پیشامد دو باید چطور “ ∼ F (“F”)” رشته�ی در که مͬشود مطرح سؤال این اکنون

کنیم؟

ͷی عنوان به بیرونͬ شده�ی استفاده� پیشامد که کرد فرض بی�طرفانه کافͬ اندازه�ی به مͬ�توان

اگر اما مͬ�آید. کار به یͺسان نمادی ذکر برای درونͬ پیشامد و اول، سطح تابع ͷی برای نماد

هرگاه باشند. برقرار باهم نمͬ�توانند مفروضات این کنند، تقسیم را مراجعشان ناتمامیت نمادها،

باشد یͺسان نمادی اگر است شده ذکر آنچه آنگاه باشد، ناتمام نماد ͷی شده�است، استفاده آنچه

آنگاه باشد، تمام یͷنماد شد ذکر آنچه هرگاه متناوباً، باشد. ناتمام باید “ ∼ F (“F ()”)” دادن با نیز

“ ∼ F“F” ” به که باشد، تمام هم آن باید باشد، یͺسان نمادی شده استفاده آنچه شود فرض اگر

گزاره�ای ساختار ͷی عنوان به نمͬ�تواند وجه هیچ به “ ∼ F (“F”) ” هم بنابراین مͬ�شود. منتهͬ

هر در است. متفاوت شده ذکر آنچه با شده استفاده نماد صورت این غیر در هم شود، خوانده

نمͬ�کند. فرمول�بندی را خودنامصداقͬ برای فرضشده شرایط صورت

مͬ�کنیم: تعریف کنیم، جایͽزین متغیرها از مختلف گونه�های با را ذکر و استفاده از صحبت اگر

Het(X) iff ∃φ(X refers to φ & ∼ φ(X))

کرد استنتاج مͬ�توان آن از که

Het(“Het”) iff ∃φ (“Het” refers to φ & ∼ φ(“Het”))

است مبهم غیر “Het” که مطلب این به توجه با آنجا از که

.Het(“Het”) iff ∼ Het(“Het”)



۴ فصل

ناتمامیت و خودنامصداقͬ

٣٩



۴٠ ناتمامیت و خودنامصداقͬ .۴ فصل

به است. گودل ناتمامیت قضیهی از مطمئن معنایی اثبات ͷی ارائهی فصل، این از هدف

در هرحال به شد. خواهد انجام [١٠] کریواین١ چارچوب مشابه چارچوبی در اثبات اساسͬ، طور

هر با (یا کلمه n توسط تعریفناپذیر عدد کوچͷترین بِری، پارادوکس جای به داریم قصد اینجا

کنیم. استفاده خودنامصداق عبارات گرِلینگ پارادوکس از ( n از کمتر طول به فرمول

گرِلینگ پارادوکس

پارادوکس�هایی نلسون٢، لئونارد و (١٨٨۶-١٩۴٢) گرلینگ کورت نوشته�ی ١٩٠٨ مقاله�ی در

گرِلینگ متناقض�نمای به پارادوکسها این از ͬͺی بودند. گرفته� الهام راسل پارادوکس از که یافتیم را

دسته�ی مͬ�کنیم؛ تقسیم دسته دو رابه محمولات متناقض�نما، این شدن باز بیشتر برای است. معروف

مثل مͬ�کنند. بیان هستند آن ͷمال که را خاصیتͬ که بود خواهد محمولاتͬ آن همه�ی شامل اول

دسته�ی مͬ�نامیم. خودمعن٣ͬ محمولات را دسته این .«multisyllabic» و «English» ،«polski»

مثل نیستند. آن ͷمال خود که هستند خاصیتͬ بیانگر که بود محمولاتخواهد از دسته آن شامل دیͽر

شد. خواهند نامیده خودنامعن۴ͬ دسته محمولاتاین .«monosyllabic» و «polish» ،«German»

بیانگر محمول، این اما ندارد. خودش که مͬ�کند بیان را خاصیتͬ یعنͬ باشد خودنامعنͬ محمولͬ اگر

مͬ�باشد. خودمعنͬ خودنامعنͬ، محمول نتیجه در مͬ�باشد. مͬ�کند، بیان را آن که خاصیتͬ نداشتن

است خاصیتͬ ͷمال یعنͬ این باشد، خودمعنͬ خودنامعنͬ، محمول کنیم فرض بدهید اجازه اکنون

نیست. است، آن به مربوط محمول که خاصیتͬ خاصیت، اما مͬ�کند. بی�نتیجه را آن محمول این که

محمول ترتیب این به و مͬ�رود کار به استدلال دو هر است. خودمعنͬ خودنامعنͬ، محمول نتیجه در

اش Quiddities کتاب در کوئین باشد. خودنامعنͬ اگر تنها و اگر است خودمعنͬ خودنامعنͬ،

وسطͬ قرون اصلͬ متناقض�نمای به نظرمͬ�رسد به که داده ارائه را گرِلینگ متناقض�نمای از زیر فرم

مͬ�دهد: نشان را آرایشͽر پارادوکس با نزدیͺش رابطه�ی براین علاوه باشد. نزدی�ͷتر

نیست.» نمͬ�کنند، مشخص را خودشان که صفت�هایی آن همه کننده�ی مشخص تنها صفتͬ «هیچ

زیر روش از مͬتواند گرِلینگ متناقض�نمای کنیم. دنبال سادهتر را اثبات مͬدهد اجازه تغییر این

Krivine١

Leonard Nelson٢

Autosemantic٣

Heterosemantic۴



۴١ ناتمامیت و خودنامصداقͬ .۴ فصل

درست خودش به نسبت که بͽیرید نظر در موضعͬ) ͷی) خودنامصداق گزارهی ͷی آید. دست به

تا که محمولͬ به راجع اما نیست). طولانͬ یͷگزارهی استچون خودنامصداق طولانͬ (مثلا́ نباشد

استنتاج ͷی با است؟ خودنامصداق «خودنامصداق»، آیا گفت؟ باید چه تعریفکردهایم، فقط کنون

نباشد، خودنامصداق اگر و نیست باشد، خودنامصداق خودنامصداق، اگر تناقضمͬرسیم. به ساده،

هست.

به مͬبرد. بالا را قضیه وضوح ناتمامیت قضیهی از معنایی جنبهی ͷی بیان که مͬرسد نظر به

محض نظری اثبات به نسبت عمیقتری فهم قسمت، این در معنایی ملاحظات نویسنده، عقیدهی

ZF ١ مجموعههای نظریهی برای ناتمامیت، دوم قضیهی فصل، این از دوم بخش در مͬدهد. ما به

مͬکند. بررسͬ حساب در را آن سوم، بخش است. شده داده نشان

ها مجموعه نظریه ناتمامیت ١.۴

R جای به و R ⊆ |M |۲ که طوری به نامید خواهیم مدل ͷی را M = (|M |, R) جفت هر

کنیم. بررسͬ «∈» از ممͺن تعبیر ͷی عنوان به را R که آنیم بر چون «∈M» نوشت خواهیم

.∈M=∈N ∩|M |۲ و |M | ⊆ |N | اگر وتنها اگر است N از مدلͬ Mزیر .١.١.۴ تعریف

برای و باشد N از مدلͬ زیر M اگر وتنها اگر است N از متعدی مدل زیر ͷی M .٢.١.۴ تعریف

.b ∈ |M | آنگاه N |= b ∈ a و b ∈ |N | و a ∈ |M | اگر ،b و a هر

مجموعههای با مͬتوان را فرمولها که این بͽیرید. نظر ZFدر شامل ،ZF زبان در یͷنظریه را T

مجموعه�ی هر مثال (برای �است شده شناخته مبحثͬ داد تشخیص Vω اعضای یعنͬ متناهͬ، موروثاً

و مͬ�کنیم انتخاب کرد، خواهد بازی را ما زبان نمادهای از نقش ͷی که را Vω به متعلق متفاوت

مͬ�کنیم). تعریف نمادها این از مشخص تایی�های nصورت به را فرمول�ها آنگاه

Zermelo− Freankel Set Theory١
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متناهͬ موروثاً مجموعه�های ٢.۴

صورت به بازگشتͬ طور به متناهͬ، موروثاً مجموعه�های مجموعه�ها، نظریه�ی و ریاضیات در

تعریف ͷی شده�اند. تعریف متناهͬ موروثاً مجموعه�های دیͽر یا صفر شامل متناهͬ مجموعه�های

است: زیر صورت به مجموعه�ها نوع این از بازگشتͬ

است. متناهͬ موروثاً مجموعه�ی ͷی مجموعه�تهͬ، پایه: حالت

است. متناهͬ موروثاً نیز {a۱, · · · , ak} باشند متناهͬ موروثاً a۱, · · · , ak اگر بازگشت: قاعده�ی

مͬ�دهند. نشان Vω با را متناهͬ موروثاً مجموعه�ها�ی همه�ی مجموعه�ی

یعنͬ است؛ شده حفظ ،Vω به محدود ∈ رابطهی آن�ها در که مͬشود بحث مدلهایی روی پس این از

این به متعلق T زبان فرمولهای همهی ویژه به .x ∈ y اگر وتنها اگر x ∈M۱ y ،x, y ∈ Vω هر برای

عضو ͷی عنوان به را وابسته فرمول که مͬ�شود استفاده منظور این برای pφq علامت مدلهاست.

کنیم. بررسͬ شده داده مدل از

مجازی: صورت (به مͬ�دهیم قرار آن درونͬ مدل را N و باشد مدل ͷیM فرضمͬ�کنیم اکنون

با را موقعیت این نشود). مدل شاید واقعیت در اما است مدل ͷی N کنیم، Mنگاه داخل از ما اگر

M با مطابق باید مربوط مفاهیم همهی که این معنͬ به مͬدهیم؛ توضیح N = (|N |M , (∈N)
M)M

مͬکند؛ مربوط آن به را ∈M رابطهی x فقط که است حالتͬ {x}M مثال (برای شوند گرفته نظر در

با مشابه سطحͬ در N از است بهتر حال هر در شود). تعبیر مشابه روشͬ به باید (x, y)M علامت

ͷی مͬکنیم: تعریف را آن مقابل نقطهی بنابراین .(M در شدن داخل بدون (یعنͬ کنیم Mصحبت

طور همان مͬکند، رفتار حقیقͬ فرمولهای به توجه با یͺسان روشͬ در Mکه از برگرفته ،N∗ مدل

مͬکند. Mرفتار در بسیار فرمول�های به توجه با N که

دهید: قرار .١.٢.۴ تعریف

|N∗| = {a ∈ |M | :M |= a ∈ |N |M} .١

∈N∗= {(a, b) ∈ |N∗|۲ :M |= “N |= a ∈ b”} .٢
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N∗ = (|N∗|,∈N∗) .٣

نظریهی از مناسب فرمول ͷی وسیلهی به باید مربوط مͺان که این یعنͬ قول نقل علامت

یعنͬ “N |= a ∈ b”عبارت خصوص به شود. پر b و a پارامترهای با مجموعه�ها

.((a, b)M , (∈N)
M) ∈∈M

آنگاه بͽیرید. نظر در N∗ در پارامترهایی با فرمولͬ را φ(a۱, · · · , ak) .٢.٢.۴ لم

.M |= “N |= φ(a۱, · · · , ak)” اگر وتنها اگر N∗ |= φ(a۱, · · · , ak)

زیر N∗ بودن، مدل تعریف و ١.١.۴ به توجه با مͬ�باشد. φ پیچیدگͬ روی استقرا با اثبات برهان.

Mاست. از مدلͬ

∈N∗ تعریف به توجه با آن�گاه باشد، اتمͬ φ اگر

N∗ |= φ⇐⇒M |= “N |= φ”

آن�گاه باشد، φ = ¬ψ اگر

N∗ |= φ(a)⇐⇒ N∗ |= ¬ψ(a)⇐⇒

N∗ ̸|= ψ(a)⇐⇒M ̸|= “N |= ψ(a)”⇐⇒

M |= “N ̸|= ψ(a)”⇐⇒M |= “N |= ¬ψ(a)”⇐⇒M |= “N |= φ(a)”

آن�گاه باشد، φ = θ ∧ ψ اگر

N∗ |= φ(a)⇐⇒ N∗ |= (θ ∧ ψ)(a)⇐⇒

N∗ |= ψ(a) ∧ θ(a)⇐⇒ N∗ |= ψ(a) ∧N∗ |= θ(a)⇐⇒

M |= “N |= ψ(a)” ∧ M |= “N |= θ(a)”⇐⇒

M |= “N |= ψ(a) ∧ θ(a)”⇐⇒M |= “N |= φ(a)”

است. قبل حالت مشابه اثبات ،φ = θ ∨ ψ حالت برای

آن�گاه باشد، φ(v) = ∃wψ(a, w) اگر اما و

N∗ |= φ(a)
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⇐⇒ N∗ |= φ(a, b) bای ∈ N∗ برای

⇐⇒M |= “N |= ψ(a, c)” cای ∈M برای

⇐⇒M |= “N |= φ(a)”

فرمول φ(x) که طوری به φ(x) باشد داشته وجود اگر وتنها اگر است اصلپذیر T .٣.٢.۴ تعریف

که جایی T = {a ∈ Sent : (Vω,∈) |= φ(a)} و باشد پارامتر بدون و آزاد متغیر ͷی با مطلق

است. جملات مجموعهی Sent

که کنیم صحبت T از مدلهایی به راجع داریم قصد ناتمامیت، قضیهی دومین از بحث در

آن�چه حقیقت در است. اصلاح نیازمند فرمول�بندی این اما هستند. � T از مدلهایی شامل خودشان

M محدودهی در که است T نظریه ͷی از (M در مشمول (یعنͬ درونͬ مدل ͷی است لازم که

باشد. شده ساخته

مشخصهی فرمول ͷی برای که این یعنͬ M |= “N |= T” مͬنویسیم وقتͬ مثال برای بنابراین

داریم: ٣.٢.۴ تعریف حسب بر T

.M |= “∀x ∈ Sent [(Vω,∈) |= φ(x)⇒ N |= x]” (١.۴)

داریم: آن�گاه مͬگیریم. نظر در آمده دست Mبه Nاز مدل ͷی آوردن بیرون با که مدلͬ ∗Nرا اکنون

N∗ |= T Mآن�گاه |= “N |= T” اگر .۴.٢.۴ لم

مانند مجموعه�ها، نظریه فرمول ͷی برای که واقعیت این از استفاده با لم این برهان.

φ(x۱, ..., xn)

و باشد) نشده Mاستفاده پارامترهای از آن در (که

a۱, ..., an ∈ Vω

این خود مͬشود. اثبات ،M |= “(Vω,∈) |= φ(a۱, ..., an)” آن�گاه (Vω,∈) |= φ(a۱, ..., an) اگر

شود. ثابت φ فرمول ͷی پیچیدگͬ روی استقرا با مͬ�تواند واقعیت
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شده انتخاب M۲ از که طوری به باشد داشته وجود M۳ اگر وتنها M۱اگر < M۲ .۵.٢.۴ تعریف

باشد. M۱یͺریخت با و

.M۱ < M۳ M۲آن�گاه < M۳ M۱و < M۲ M۳اگر M۲و ،M۱ هر برای .۶.٢.۴ لم

است: مطلب دو این پایهی بر اثبات برهان.

باشـــیم داشـــته اگر (یعنـــͬ باشــد M∗
۲ نظـر نــقطه از مـدلͬ M∗

۱ ،M۳ محدودهی در اگر .١

از را M∗
۱ مͬتوانیم M۳ محدودهی در بازهم آنگاه ،( M۳ |= “M∗

۲ |= است مدل ͷیM∗
۱”

«واقعͬ» مدل ͷی روش این با M۳برداریم. از را آن مͬتوانیم دیͽر بار ͷی بعد و ∗Mبرداریم
۲

چون M۳برمͬ�داشتیم، از ∗Mرا
۲ ابتدا در اگر که است این نکته اکنون مͬآوریم. دست M۱به

M۲ از مستقیماً را M∗
۱ مͬ�توانستیم پس بود، تعریف�پذیر M∗

۲ در M۱ هم باز صورت آن در

مͬ�آمد. M۱بدست «واقعͬ» مدل ͷی هم باز و برداریم

M۴ مدل ͷی آن�گاه شده، M۱برداشته از که باشد M۳مدلͬ و باشد M۲یͺریخت M۱با اگر .٢

است. M۳یͺریخت M۴با که طوری به دارد M۲وجود از شده برداشته

مͬشود: استنباط زیر جملهی ConT از آن�گاه دهید. قرار T مشخصه�ی فرمول را φ .٧.٢.۴ تعریف

.M |= ψ آن�گاه (Vω,∈) |= φ(pψq) و ψ ∈ Sent اگر ψ هر برای که طوری به دارد Mوجود مدل

کنیم. بیان را ناتمامیت دوم قضیه مͬتوانیم اکنون

گودل) ناتمامیت دوم (قضیهی .٨.٢.۴ قضیه

.T 2 ConT دیͽر عبارت به دارد. مدل ͷی T + ¬ConT آن�گاه باشد داشته مدل ͷی T اگر

شده تعبیر نحوی صورت به ConT جملهی ناتمامیت، دوم قضیهی معمول بیان در .٩.٢.۴ تذکر

این شرط به هستند. معادل نسخه دو این ندارد». وجود T از p۰ = ۱q برای برهانͬ «هیچ است:

اساسͬ خواص کننده�ی مشخص که ببینید) را [١٢]) استنتاج�پذیری شرایط دارای آن�ها از ͬͺی که

قضیهی معنایی نسخهی استنتاجپذیری، شرایط بدون باشد. است، (T در PrT(اثبات�پذیری محمول

بود. خواهد آن ͷکلاسی نوع از ضعیفتر اساساً ناتمامیت
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شروع hetT اختصار به «خودنامصداق» محمول تعریف با را ٨.٢.۴ قضیهی به منتج استدلال

نتیجه�ی بیانگر خودنامصداق، عبارات اصلͬ متناقض�نمای در که را HETT جملهی سپس مͬکنیم.

مͬکنیم. معرفͬ است، خودنامصداق «خودنامصداق»،

مͬ�کنیم تعریف .١٠.٢.۴ تعریف

.M 2 φ(pφ(x)q) که طوری به باشد داشته وجود T Mاز مدل ͷی اگرر hetT (pφ(x)q) (آ)

.hetT (phetT (x)q) اگرر HETT (ب)

اثبات مͬدهند، نتیجه را ناتمامیت دوم قضیهی هم اتفاق به که را گزارهای دو داریم قصد ادامه در

کنیم.

T |= ConT ≡ HETT .١١.٢.۴ گزاره

.T ̸|= HETT آن�گاه باشد داشته مدل ͷی T اگر .١٢.٢.۴ گزاره

اول: گزارهی برهان

به توجه با ،M |= ¬HETT که کنید فرض هم�چنین .M |= ConT و M |= T دهید قرار

چون .M |= ∀N [“N |= T” ⇒ “N |= HETT”] مͬرسیم نتیجه این به HETT تعریف

وضوح به آنگاه .M |= “N |= T ” که مͬ�کنیم انتخاب گونهای به را N مجموعهی ،M |= ConT

که طـــوری به دارد وجــود S مجمـــــوعهی ͷیـ HETT تعـــریف از .M |= “N |= HETT”

S Mمͬتوانیم درون کار با سپس .M |= “N |= “S |= ¬HETT”” Mو |= “N |= “S |= T””

تناقض ͷی این اما .M |= “S |= ¬HETT” Mو |= “S |= T” آوریم: بدست و برداریم N از را

اکنون HETTباشد. از مدلͬ Mباید درون T مدل هر کردیم، مشاهده قبلا́ که طور همان زیرا است،

کنید فرض همچنین .M |= HETT Mو |= T دهید قرار دیͽر طرف برای و شد اثبات طرف ͷی

است. متناقض T Mبرای بودن مدل با ،ConT تعریف به توجه با فرض این .M ̸|= ConT

دوم: گزارهی برهان

بنابراین .T |= HETT کنـــید فــرض همچنیـــن Mباشــــد. مــــدل ͷی دارای T کنید فرض

درست ¬HETT آن در که داشت خواهد Mوجود در T Nاز دیͽر مدل ͷی آن�گاه .M |= HETT
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ما فرض با که N∗ |= ¬HETT و N∗ |= T مͬآوریم دست به Mبرمͬ�داریم. از را آن حال است.

� است. تناقض در T |= HETT یعنͬ

طور به ٨.٢.۴ قضیه�ی حال کردیم. مشاهده را دوم و اول گزاره�های اثبات روند ترتیب این با

استفاده با حالت این در .T |= ConT و باشد داشته یͷمدل T که فرضکنید مͬشود؛ نتیجه بدیهͬ

مͬدهد. خاتمه را اثبات این و ندارد مدل T دوم، گزارهی با اما ،T |= HETT اول گزارهی از

پئانو حساب ناتمامیت ٣.۴

بازسازی منظور به دهید. قرار است، PA شامل که PA زبان در اصلپذیر سازگار یͷنظریهی را T

φT (x) هستیم. مدلها روی محدودیت ایجاد برای راهͬ یافتن نیازمند حساب، در HETT فرمول

از مجموعهای معرف استاندارد مدلهای در که محدود) سورهای با تنها (یعنͬ ۰∆−فرمول ͷی را

مجموعهی را Sent و Σ۲−فرمولها برای درست یͷمحمول را Tr۲(x) دهید. قرار است، T اصول

که جایی مͬکنیم، معرفͬ را ComplT محمول از زیر تعریف T محدودهی در دهید. قرار جملات

است: Σ۲ ،Φ

ComplT (Φ) ≡ ∀ψ[ψ ∈ Sent⇒ [Tr۲(pΦ(ψ)q) ∨ Tr۲(pΦ(¬ψ)q)]

∧∀x[φT (x)⇒ Tr۲(pΦ(x)q)]

∧¬∃d [d is a proof of p۰ ̸= ۰q based on the set of formula θ such that Tr۲(pΦ(θ)q)]

تمامیت قضیه تعریفمͬکند. را T از کامل سازگار توسیع ͷی Φ که است این عبارات این معنͬ

کرد: خواهیم اقتباس برن˼یز١ و هیلبرت از را شده حسابی

(HB) T ⊢ ConT ≡ ∃ΦComplT (Φ)

بسازیم. دوباره T داخل در را خود نظری جملات مجموعه�ی مͬ�دهد اجازه ما به قضیه این

،hetT (x) ≡ ∃ψ[ComplT (ψ) ∧ Tr۲(pψ(¬x(x)q)]

Bernays١
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و

.HETT ≡ hetT (phetT (x)q)

طرفͬ از مͬ�شود. نتیجه HETT از ConT گزاره�ی پس

.hetT (x) ≡ ∃ψ[ComplT+¬x(x)(ψ)]

داریم: (HB) از استفاده با پس

.hetT (x) ≡ ConT+¬x(x)

دیͽر عبارت به یا

.hetT (x) ≡ ¬PrT (px(x)q)

مͬ�آوریم بدست آن�گاه کنیم. جایͽزین HETT از تعریف�مان در را این مͬ�توانیم اکنون

،HETT ≡ ¬PrT (phetT (hetT (x)q))

که معناست این به خود نوبه�ی به که

.HETT ≡ ¬PrT (pHETTq)

به مͬ�توانیم بنابراین آورده�ایم. بدست نیستم» «اثبات�پذیر مͬ�گوید که جمله ͷی از دیͽری مثال

کنیم. اثبات را دوم و اول گزاره�ی دو هر حسابی همتاهای استاندارد، روشͬ
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۴٩



۵٠ ضمیمه

ریچارد پارادوکس

چون است، برخوردار خاصͬ اهمیت از شد منتشر ریچارد توسط ١٩٠۵ سال در که پارادوکس این

شده شناسایی تاکنون پارادوکس این از مختلفͬ انواع مͬ�باشد. کانتور قطری روش از کاریͺاتوری

است. آمده زیر در آن ساده�ی نوع ͷی که

فارسͬ کلمات از دنباله�هایی با فرد منحصربه طور به مͬ�توانند یͷکه و صفر بین حقیقͬ اعداد همه�ی

بوضوح .٠.٠٧۴ ،٠.٨ مثل دهید قرار بررسͬ مورد را شوند تحلیل نامحدود) (اما متناهͬ طول با

دارد. وجود شمارش�پذیر طور به اعداد اینگونه از بسیاری

را شمارشͬ چنین ͷی شود. شمارش مͬ�تواند R آنگاه بͽیرید. نظر در اعداد این مجموعه�ی را R

رقم -امین n که ͷی و صفر بین حقیقͬ عددی صورت به r حقیقͬ عدد ͷی اکنون کنید. بررسͬ

را است بررسͬ تحت شمارش در عدد -امین n رقم -امین n از گردشͬ دنباله�ی دهͽان، از بعد

مͬ�باشد.) ٩ گردشͬ دنباله�ی صفر، و و... صفر گردشͬ دنباله�ی ،ͷی که (جایی مͬ�کنیم تحلیل

است. ریچارد پارادوکس از عملͬ و مبتکرانه ساده�سازی ͷی اساساً بِری پارادوکس

قطری�سازی لم

اعداد از خاص صوری نظریه�های در خود-ارجاع جملات وجود قطری�سازی لم ریاضͬ، منطق در

توابع همه�ی نمایش برای کافͬ اندازه�ی به که نظریه�هایی خصوص به مͬ�کند. تصدیق را طبیعͬ

مͬ�توانند است، شده اثبات قطری لم از استفاده با وجودشان که جملاتͬ هستند. قوی محاسبه�پذیر

شوند. استفاده گودل ناتمامیت چون اساسͬ نتایج اثبات برای

گودل جمله�ی

شود. اثبات شده داده سیستم در نمͬ�تواند اما است درست که است جمله�ای گودل جمله�ی ͷی

رابینسون حساب

Qاساساً است. پئانو حساب از متناهͬ شده�ی اصل�بندی بخش ͷی رابینسون، حساب ریاضیات، در

است. ناتمام است، پئانو از ضعیف�تر Q چون است. استقرا اصل بدون PA همان

رابینسون حساب اصول

S(x) ̸= ۰ .١

S(x) = S(y)→ x = y .٢



۵١ ضمیمه

x ̸= ۰→ (∃y)(x = S(y)) .٣

x+ ۰ = x .۴

x+ S(y) = S(x+ y) .۵

x ∗ ۰ = ۰ .۶

x ∗ S(y) = (x ∗ y) + x .٧

x ≤ y ≡ (∃z)(z + x = y) .٨
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Abstract

Gödel’s Incompleteness Theorem, which is one of the most important mathe-
matical achievments of the 20th century, was proved by philosophical idea of
Liar paradox. In his major paper, Gödel points out that instead of the Liar
paradox, it is possible to take advantage from the other paradoxes such as
Berry’s paradox (the smallest undefinable natural number).
We present a semantic proof of Gödel’s second incompleteness theorem em-
ploying Grelling’s antinomy of heterological expressions. For a theory T con-
taining ZF we define the sentence HETT which says intuitively that the
predicate “heterological” is itself heterological. We show that this sentence
doesn’t follow from T and is equivalent (provably in T ) to the consistency
of T . Finally we show how to construct a similar incompleteness proof for
Peano Arithmetic.
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